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犔狅犵犻狊狋犻犮反应扩散方程的周期波解

窦丽萍，　何延生

（延边大学理学院 数学系，吉林 延吉１３３００２）

摘要：利用三维周期波解的定义及相关引理，指出带有多项式的反应扩散方程解的存在性问题可转化为相应

的偏差分方程解的存在性问题．针对带有Ｌｏｇｉｓｔｉｃ反应控制项的反应扩散方程，利用基本的分析法获得了它

的（２，２）周期波解．
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０　引言

格点动力系统（ＬＤＳｓ）是无穷多个常微分方程（ＬａｔｔｉｃｅＯＤＥｓ）或差分方程（ＣＭＬｓ）的系统．由于传

播波可以根据系统的初值来决定其长期行为，因此目前关于格点动力系统的研究很多集中在格点微分

方程传播波的问题上．１９８４年Ｂｅｌｌ等在文献［１］中给出了以下典型例子：

　
ｄ狌狀（狋）

ｄ狋
＝犇（狌狀＋１（狋）－２狌狀（狋）＋狌狀－１（狋）＋犳（狌狀（狋））），狀∈犣，狋＞０． （１）

对于给定的线性函数犳，并利用初始状态研究了其解的长期性．之后，文献［２］的作者分析了一类微差分

方程的传播波，文献［３］的作者给出了一类时滞发展方程的数值解．ＳｈａｏＹｕａｎｈｕａｎｇ等
［４］在一定的假设

条件下，研究了λω型非自治反应扩散方程周期传播波的存在性．关于波解的存在性结果可以参阅文

献［５７］．

本文引入２＋１维格点离散动力系统的传播波的一般概念，首先建立了系统的传播波与其剖面序列

所满足的偏差分方程，并证明了一个反应扩散方程波解的存在性与其相应的偏差分方程解的存在性之

间的关系；其次，利用基本分析法研究了一类带有Ｌｏｇｉｓｔｉｃ控制的反应扩散方程

　狌
（狋＋１）
犿，狀 ＝狌

（狋）
犿－１，狀＋狌

（狋）
犿＋１，狀＋狌

（狋）
犿，狀－１＋狌

（狋）
犿，狀＋１－４狌

（狋）
犿，狀＋犎（狌

（狋）
犿，狀），犿，狀∈犣

２，狋∈犖 （２）
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的周期波解的存在性，并找出了方程（２）的全部（２，２）周期波解．方程（２）中犎（狌
（狋）
犿，狀）＝β狌

（狋）
犿，狀（１－狌

（狋）
犿，狀）

是一个Ｌｏｇｉｓｔｉｃ控制项．

１　 基本概念及引理

对于序列φ＝｛φ犿｝，如果存在ω∈犣
＋ 使得φ犿＋ω＝φ犿，犿∈犣，那么ω是φ的一个周期．如果ω是φ

的一个最小正周期，那么φ称为ω 周期的．

下面的定义和引理可参阅文献［８］．

引理１　 如果狔＝｛狔犻｝是一个ω 周期，而ω１ 是狔的一个周期，则ω１ｍｏｄω＝０．

定义１　 如果将三指标的序列｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖 代入方程（２），可使方程（２）成为恒等式，则

｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖 是方程（２）的一个解．

定义２　若狉∈犣
＋（犣＋ 表示自然数集），（狆，狇）∈犖

２，ｇｃｄ（狆，狇，狉）＝１，那么数组（狆，狇，狉）是相容的．

定义３　 设犿是正整数，犪，犫是整数，犪与犫同余，如果犿狘（犪－犫），并记为犪＝犫ｍｏｄ犿．

定义４　设（狆，狇，狉）相容，若三指标序列｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖满足狌

（狋＋狉）
犿，狀 ＝狌

（狋）
犿＋狆，狀＋狇，则称其为一个带有速

度（－狆／狉，－狇／狉）的传播波．

定义５　 令狔＝｛狔犿，狀｝（犿，狀）∈犣２ 是一个双序列，如果狔关于第一变量犿 是ρ 周期的，而关于第二变量

狀是σ 周期的，那么狔称为是（ρ，σ）周期的．

定义６　令｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖是三项指数序列，狋∈犖是时间变量，（犿，狀）∈犣

２是空间变量．如果时间

变量狌是Δ 周期的，同时空间变量又是（γ，ψ）周期的，那么称｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖是方程（２）的带有速度（－

狆／狉，－狇／狉）的（Δ，γ，ψ）周期波解．

引理２　 设（狆，狇，狉）相容，对于任意（狕１，狕２）∈犣
２，如果存在（犿，狀）∈犣

２，狊∈｛０，１，…，狉－１｝使得

（狕１，狕２）＝狉（犿，狀）＋狊（狆，狇），那么（犿，狀）和狊是唯一的．

本文记犠 ＝｛（狕１，狕２）狘（狕１，狕２）＝狉（犿，狀）＋狊（狆，狇），对于所有（犿，狀）∈犣
２，狊∈｛０，１，…，狉－１｝｝，

显然，如果狉＝１，那么Ω＝犣
２．

引理３　 设（狆，狇，狉）相容，对于任意（狕１，狕２）∈犣
２，如果存在（犿，狀）∈犣

２，使得（狕１，狕２）＝狉（犿，狀）＋

犻（狆，狇），则（狕１，狕２）∈Ω．

证明　假设｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖是一个速度为（－狆／狉，－狇／狉）的传播波，令φ（狕１，狕２）＝狌

（狊）
犿，狀，（狕１，狕２）∈

Ω，（狕１，狕２）＝狉（犿，狀）＋狊（狆，狇），（犿，狀）∈犣
２，狊∈｛０，１，…，狉－１｝．任意给定狋∈犖，存在唯一的犻∈犖和

狊∈｛０，１，…，狉－１｝使得狋＝犻狉＋狊，则

　狌
（狋）
犿，狀＝狌

（犻狉＋狊）
犿，狀 ＝狌

（（犻－１）狉＋狊）
犿＋狆，狀＋狇 ＝…＝狌

（狊）
犿＋犻狆，狀＋犻狇＝φ狉（犿＋犻狆）＋狊狆，狉（狀＋犻狇）＋狊狇＝φ狉犿＋狋狆，狉狀＋狋狇．

相反，若存在函数φ∶ω→犚，使得狌
（狋）
犿，狀＝φ狉犿＋狋狆，狉狀＋狋狇，那么狌

（狋＋狉）
犿，狀 ＝φ狉犿＋（狋＋狉）狆，狉狀＋（狋＋狉）狇＝φ狉（犿＋狆）＋狋狆，狉（狀＋狇）＋狋狇 ＝

狌
（狋）
犿＋狆，狀＋狇，（犿，狀）∈Ω，狋∈犖．证毕．

由引理３，如果序列｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖 是一个速度为（－狆／狉，－狇／狉）的传播波，那么存在实数序列

｛φ（犽，犾）｝（犽，犾）∈Ω 使得狌
（狋）
犿，狀＝φ狉犿＋狋狆，狉狀＋狋狇，（犿，狀）∈犣

２，狋∈犣
＋．｛φ（犽，犾）｝（犽，犾）∈Ω称为｛狌

（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖的剖面序列．

此外，若存在函数φ∶犣
２
→犚，使得狌

（狋）
犿，狀＝φ狉犿＋狋狆，狉狀＋狋狇，则狌

（狋＋狉）
犿，狀 ＝φ狉犿＋（狋＋狉）狆，狉狀＋（狋＋狉）狇＝φ狉（犿＋狆）＋狋狆，狉（狀＋狇）＋狋狇＝

狌
（狋）
犿＋狆，狀＋狇，（犿，狀）∈犣

２，狋∈犖，｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖 是一个速度为（－狆／狉，－狇／狉）的传播波．

考虑带有Ｌｏｇｉｓｔｉｃ控制项的反应扩散方程：

　狌
（狋＋１）
犿，狀 ＝狌

（狋）
犿－１，狀＋狌

（狋）
犿＋１，狀＋狌

（狋）
犿，狀－１＋狌

（狋）
犿，狀＋１－４狌

（狋）
犿，狀＋β狌

（狋）
犿，狀（１－狌

（狋）
犿，狀），犿，狀∈犣

２，狋∈犖， （３）

其中β狌
（狋）
犿，狀（１－狌

（狋）
犿，狀）是一个Ｌｏｇｉｓｔｉｃ控制项．

引理４　假设（狆，狇，狉）相容，如果｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犣＋ 是（３）式的一个速度为（－狆／狉，－狇／狉）的周期波

４８２
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解，则

　φ狉犿＋狋狆，狉狀＋狋狇＝狌
（狋）
犿，狀，（犿，狀）∈犣

２，狋∈犖 （４）

是偏差分方程

　φ（犿＋狆，狀＋狇）＝φ（犿－狉，狀）＋φ（犿＋狉，狀）＋φ（犿，狀－狉）＋φ（犿，狀＋狉）－

　　４φ（犿，狀）＋βφ（犿，狀）（１－φ（犿，狀）），（犿，狀）∈犣
２ （５）

的解．相反，如果φ＝φ犿，狀是（５）式的一个解，那么由（４）式确定的序列｛狌
（狋）
犿，狀｝（犿，狀）∈犣２，狋∈犖是（３）式的一个速

度为（－狆／狉，－狇／狉）的波解．

２　犔狅犵犻狊狋犻犮反应扩散方程的周期波解

考虑Ｌｏｇｉｓｔｉｃ反应扩散方程：

　狌
（狋＋１）
犿，狀 ＝狌

（狋）
犿－１，狀＋狌

（狋）
犿＋１，狀＋狌

（狋）
犿，狀－１＋狌

（狋）
犿，狀＋１－４狌

（狋）
犿，狀＋β狌

（狋）
犿，狀（１－狌

（狋）
犿，狀），犿，狀∈犣

２，狋∈犖， （６）

其中β≠０为参数．

根据引理４和方程（５），只要找到｛φ（犽，犾）｝（犽，犾）∈犣２，即可找到速度为（－狆／狉，－狇／狉）的波解和剖面序

列｛φ（犽，犾）｝（犽，犾）∈犣２．定义狌
（狋）
犿，狀＝φ（狉犿＋狉狋，狋狀＋狊狋），（犿，狀）∈犣

２，狋∈犖，则｛狌
（τ）
犿，狀｝就是一个时间周期和

空间周期的波解．

假设φ（犿，狀）是（２，２）周期波解，φ（犿，狀）的形式为

　φ（犿，狀）＝犪０＋犪１（－１）
犿
＋犪２（－１）

狀
＋犪３（－１）

犿 （－１）
狀，（犿，狀）∈犣

２， （７）

其中犪０，犪１，犪２，犪３ ∈犚且犪３≠０．由于方程（４）中狋∈犣
＋，（狆，狇）∈犣

２是未知的，因此须考虑如下７种不

同情况：（ｉ）狆，狉，狇都是奇数；（ｉｉ）狆，狇是偶数，狉是奇数；（ｉｉｉ）狇，狉是偶数，狆是奇数；（ｉｖ）狆，狉是偶数，狇是

奇数；（ｖ）狆，狇是奇数，狉是偶数；（ｖｉ）狇，狉是奇数，狆是偶数；（ｖｉｉ）狆，狉是奇数，狇是偶数．

情况（ｉ）．由（５）式有

　φ（犿＋１，狀＋１）－２φ（犿＋１，狀）－２φ（犿，狀＋１）＋（４－β）φ（犿，狀）＋βφ
２（犿，狀）＝０，（犿，狀）∈犣

２，

将（７）式代入上式得

　犪０－犪１（－１）
犿
－犪２（－１）

狀
＋犪３（－１）

犿 （－１）
狀
－２［犪０－犪１（－１）

犿
＋犪２（－１）

狀
－

　　犪３（－１）
犿 （－１）

狀］－２［犪０＋犪１（－１）
犿
－犪２（－１）

狀
－犪３（－１）

犿 （－１）
狀］＋（４－β）［犪０＋

　　犪１（－１）
犿
＋犪２（－１）

狀
＋犪３（－１）

犿 （－１）
狀］＋β［犪

２
０＋犪

２
１＋犪

２
２＋犪

２
３＋２犪０犪１（－１）

犿
＋

　　２犪０犪２（－１）
狀
＋２犪０犪３（－１）

犿（－１）
狀
＋２犪１犪２（－１）

犿（－１）
狀
＋２犪１犪３（－１）

狀
＋２犪２犪３（－１）

犿］＝０．

即如能找到下面非线性系统的一组实数解（犪０，犪１，犪２，犪３）：

　

（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋犪

２
１＋犪

２
２＋犪

２
３）＝０，

（３－β）犪１＋２β犪０犪１＋２β犪２犪３＝０，

（３－β）犪２＋２β犪０犪２＋２β犪１犪３＝０，

（９－β）犪３＋２β犪０犪３＋２β犪１犪２＝０

烅

烄

烆 ，

（８）

其中犪３ ≠０，那么φ（犿，狀）是由（７）式定义的方程（６）的一个（２，２）周期解．

由方程（８）中第２和第３式，有（犪１＋犪２）（３－β＋２β犪０＋２β犪３）＝０，则犪１＋犪２＝０或者３－β＋

２β犪０＋２β犪３＝０．若犪１＋犪２＝０，由第２式得犪１（３－β＋２β犪０－２β犪３）＝０；若犪２＝０，由第４式得犪３（９－

β＋２β犪０）＝０．由于犪３≠０，有犪０＝
β－９
２β

，代入第１式得犪３＝±
（β－９）（β＋７槡 ）

２β
．为使犪３为非零实数，

须使（β－９）（β＋７）＞０，即β＜－７或β＞９．若犪１≠０，则３－β＋２β犪０－２β犪３＝０，即犪３＝
３－β＋２β犪０

２β
．

另一方面，由方程（８）中第１和第４式得：

５８２
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　（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋２犪

２
１＋犪

２
３）＝０， （９）

　（９－β）犪３＋２β犪０犪３－２β犪
２
１＝０． （１０）

进一步为（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋犪

２
３）＋（９－β）犪３＋２β犪０犪３＝０．将犪３ 代入上式得４β犪

２
０＋（１６－４β）犪０＋

６３－３０β＋３β
２

４β
＝０，由于β ≠ ０，解得 犪０ ＝

（２β－８）± （β－１）槡
２

４β
，进而 犪３ ＝

３－β＋２β犪０
２β

＝

－２± （β－１）槡
２

４β
．将犪０，犪３ 代入方程（１０）得：① 当β＞１时，取犪０＝

（２β－８）＋ （β－１）槡
２

４β
，则由方程

（１０）知犪１＝
± （β－３）（β＋９槡 ）

４β
．因为犪１∈犚，所以（β－３）（β＋９）≥０，即β≤－９或β≥３，再由β＞１

得β≥３．取犪０＝
（２β－８）－ （β－１）槡

２

４β
，则由方程（１０）知犪１＝

± （β＋１）（β－１１槡 ）

４β
．因为犪１∈犚，所以

（β＋１）（β－１１）≥０，即β≤－１或β≥１１，再由β＞１得β≥１１．② 当β≤１且β≠０时，取犪０＝

（２β－８）＋ （β－１）槡
２

４β
，由方程（１０）知犪１＝

± （β＋１）（β－１１槡 ）

４β
．因为犪１∈犚，所以（β＋１）（β－１１）≥

０，即β≤－１或β≥１１，再由β≤１且β≠０得β≤－１．取犪０＝
（２β－８）－ （β－１）槡

２

４β
，则由方程（１０）

可得犪１＝
± （β－３）（β＋９槡 ）

４β
．因为犪１ ∈犚，所以（β－３）（β＋９）≥０，即β≤－９或β≥３，再由β≤１

且β≠０得β≤－９．

假如３－β＋２β犪０＋２β犪３＝０，即犪３＝
β－３－２β犪０

２β
，则由方程（８）中第２式得犪１（３－β＋２β犪０）＋

２β犪２犪３＝０，２β犪３（犪２－犪１）＝０．因为犪３ ≠０，所以犪１＝犪２．再由第１和第４式得：

　（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋２犪

２
１＋犪

２
３）＝０， （１１）

　（９－β）犪３＋２β犪０犪３＋２β犪
２
１＝０． （１２）

进一步有（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋犪

２
３）－（９－β）犪３－２β犪０犪３＝０．将犪３＝

β－３－２β犪０
２β

代入上式得４β犪
２
０＋（１６－

４β）犪０＋
６３－３０β＋３β

２

４β
＝０，由于β ≠０，解得犪０ ＝

（２β－８）± （β－１）槡
２

４β
，犪３ ＝β

－３－２β犪０
２β

＝

２± （β－１）槡
２

４β
．将犪０，犪３代入方程（１２）得：①当β＞１时，取犪０＝

（２β－８）＋ （β－１）槡
２

４β
，则由方程（１２）

知（β－３）（β＋９）＝１６β
２犪２１，即犪１＝

± （β－３）（β＋９槡 ）

４β
．因为犪１ ∈犚，所以（β－３）（β＋９）≥０，即

β≤－９或β≥３，再由β ＞１得β ≥３．取犪０ ＝
（２β－８）－ （β－１）槡

２

４β
，则由方程（１２）知犪１ ＝

± （β＋１）（β－１１槡 ）

４β
．因为犪１∈犚，所以（β＋１）（β－１１）≥０，即β≤－１或β≥１１，再由β＞１得β≥１１．

② 当β≤１且β≠０时，取犪０＝
（２β－８）－ （β－１）槡

２

４β
，则由方程（１２）知犪１＝

± （β＋１）（β－１１槡 ）

４β
．当

β≤－１时，取犪０＝
（２β－８）＋ （β－１）槡

２

４β
，则由方程（１２）知犪１＝

± （β－３）（β＋９槡 ）

４β
．因为犪１∈犚，所

以（β－３）（β＋９）≥０，即β≤－９或β≥３，再由β≤－１得β≤－９．

综上所述，当狆，狉，狇都是奇数，ｇｃｄ（狆，狇，狉）＝１时，方程（６）的周期波解有如下形式：

６８２



　 第４期 窦丽萍，等：Ｌｏｇｉｓｔｉｃ反应扩散方程的周期波解

　狌
（狉）
犻，犼 ＝β

－９

２β
±

（β－９）（β＋７槡 ）

２β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，β＜－７或β＞９；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝

３β－９
４β

±
（β－３）（β＋９槡 ）

４β
（－１）

狉犻＋狀狆


（β－３）（β＋９槡 ）

４β
（－１）

狉犼＋狀狇＋

　　β
－３

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，β≥３或β≤－９；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝β

－７

４β
±

（β＋１）（β－１１槡 ）

４β
（－１）

狉犻＋狀狆


（β＋１）（β－１１槡 ）

４β
（－１）

狉犼＋狀狇－

　　
１＋β
４β

（－１）
狉犻＋狀狆 （－１）

狉犼＋狀狇，β≥１１或β≤－１；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝

３β－９
４β

±
（β－３）（β＋９槡 ）

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 ±
（β－３）（β＋９槡 ）

４β
（－１）

狉犼＋狀狇＋

　　
３－β
４β

（－１）
狉犻＋狀狆 （－１）

狉犼＋狀狇，β≥３或β≤－９；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝β

－７

４β
±

（β＋１）（β－１１槡 ）

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 ±
（β＋１）（β－１１槡 ）

４β
（－１）

狉犼＋狀狇＋

　　
１＋β
４β

（－１）
狉犻＋狀狆 （－１）

狉犼＋狀狇，β≥１１或β≤－１．

情况（ｉｉ）．由（５）式有

　（５－β）φ（犿，狀）－２φ（犿＋１，狀）－２φ（犿，狀＋１）＋βφ
２（犿，狀）＝０，（犿，狀）∈犣

２． （１３）

将（７）式代入方程（１３）得

　（５－β）［犪０＋犪１（－１）
犿
＋犪２（－１）

狀
＋犪３（－１）

犿 （－１）
狀］－２［犪０－犪１（－１）

犿
＋犪２（－１）

狀
－

　　犪３（－１）
犿 （－１）

狀］－２［犪０＋犪１（－１）
犿
－犪２（－１）

狀
－犪３（－１）

犿 （－１）
狀］＋β［犪

２
０＋犪

２
１＋犪

２
２＋

　　犪
２
３＋２犪０犪１（－１）

犿
＋２犪０犪２（－１）

狀
＋２犪０犪３（－１）

犿 （－１）
狀
＋２犪１犪２（－１）

犿 （－１）
狀
＋

　　２犪１犪３（－１）
狀
＋２犪２犪３（－１）

犿］＝０．

类似情况（ｉ）可考虑如下非线性系统：

　

（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋犪

２
１＋犪

２
２＋犪

２
３）＝０，

（５－β）犪１＋２β犪０犪１＋２β犪２犪３＝０，

（５－β）犪２＋２β犪０犪２＋２β犪１犪３＝０，

（９－β）犪３＋２β犪０犪３＋２β犪１犪２＝０

烅

烄

烆 ．

（１４）

由方程（１４）中第２和第３式有（犪１＋犪２）（５－β＋２β犪０＋２β犪３）＝０，则犪１＋犪２＝０或者５－β＋２β犪０＋

２β犪３＝０．如果犪１＋犪２＝０，则由第２式得犪１（５－β＋２β犪０－２β犪３）＝０．若犪１＝０，则犪２＝０，由第４式

得犪３（９－β＋２β犪０）＝０，由犪３≠０得犪０＝
β－９
２β

．将犪０代入第１式得犪３＝±
（β－９）（β＋７槡 ）

２β
．为使犪３

为非零实数，应有（β－９）（β＋７）＞０，即β＜－７或β＞９．若犪１≠０，则５－β＋２β犪０－２β犪３＝０，即犪３＝

５－β＋２β犪０
２β

．另一方面，由方程（１４）中第１和第４式得：

　（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋２犪

２
１＋犪

２
３）＝０， （１５）

　（９－β）犪３＋２β犪０犪３－２β犪
２
１＝０， （１６）

即（１－β）犪０ ＋β（犪
２
０ ＋犪

２
３）＋ （９－β）犪３ ＋２β犪０犪３ ＝０．将犪３ 代入上式得４β犪

２
０ ＋ （２０－４β）犪０ ＋

１１５－３８β＋３β
２

４β
＝０．由于β≠０，解得犪０＝

（２β－１０）± β
２
－２β－槡 １５

４β
，进而得犪３＝

５－β＋２β犪０
２β

＝

７８２
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± β
２
－２β－槡 １５

４β
，β＜－３或β＞５．将犪０，犪３代入（１６）式得：①取犪０＝

（２β－１０）＋ β
２
－２β－槡 １５

４β
，则（１６）

式可化为β
２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡 １５＝１６β

２犪２１，解得犪１＝
± β

２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
．因为

犪１ ∈犚，所以β
２
－２β－１５＋８β

２
－２β－槡 １５≥０，即β≤－３或β≥５，又因为犪３≠０，所以β＜－３或β＞５．

② 取犪０＝
（２β－１０）－ β

２
－２β－槡 １５

４β
，则（１６）式可化为β

２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡 １５＝１６β

２犪２１，解得

犪１＝
± β

２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
．因为犪１ ∈犚，所以β

２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡 １５≥０，即

β≤１－ 槡４５或β≥１＋ 槡４５．

如果５－β＋２β犪０＋２β犪３＝０，即犪３＝
β－５－２β犪０

２β
，则由方程（１４）中第２式得犪１（５－β＋２β犪０）＋

２β犪２犪３＝０，２β犪３（犪２－犪１）＝０．因为犪３ ≠０，所以犪１＝犪２．再由第１和第４式得：

　（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋２犪

２
１＋犪

２
３）＝０， （１７）

　（９－β）犪３＋２β犪０犪３＋２β犪
２
１＝０． （１８）

进一步有（１－β）犪０＋β（犪
２
０＋犪

２
３）－（９－β）犪３－２β犪０犪３＝０．将犪３＝

β－５－２β犪０
２β

代入上式得４β犪
２
０＋

（２０－４β）犪０＋
１１５－３８β＋３β

２

４β
＝０．由于β≠０，解得犪０＝

（２β－１０）± β
２
－２β－槡 １５

４β
，进而得犪３＝

５－β＋２β犪０
２β

＝
 β

２
－２β－槡 １５

４β
，β ＜－３或β ＞ ５．将犪０ 和犪３ 代入方程（１８）得：① 取犪０ ＝

（２β－１０）＋ β
２
－２β－槡 １５

４β
，则方程（１８）可化为β

２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡 １５＝１６β

２犪２１，即犪１＝

± β
２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
．因为犪１ ∈犚，所以β

２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡 １５≥０，即β≤

－３或β≥５，又犪３ ≠０，故β＜－３或β＞５．② 取犪０＝
（２β－１０）－ β

２
－２β－槡 １５

４β
，则（１８）式可化为

β
２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡 １５＝１６β

２犪２１，解得犪１＝
± β

２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
．因为犪１∈犚，

所以β
２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡 １５≥０，即β≤１－ 槡４５或β≥１＋ 槡４５．

综上所述，当狆，狇是偶数，狉是奇数，ｇｃｄ（狆，狇，狉）＝１时，方程（６）的周期波解有如下形式：

　狌
（狉）
犻，犼 ＝β

－９

２β
±

（β－９）（β＋７槡 ）

２β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，β＜－７或β＞９；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝

（２β－１０）＋ β
２
－２β－槡 １５

４β
± β

２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆


　　 β
２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犼＋狀狇＋ β
２
－２β－槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，

　　β＜－３或β＞５；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝

（２β－１０）－ β
２
－２β－槡 １５

４β
± β

２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆


８８２
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　　 β
２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犼＋狀狇－ β
２
－２β－槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，

　　β≤１－ 槡４５或β≥１＋ 槡４５；

　狌
（狉）
犻，犼 ＝

（２β－１０）＋ β
２
－２β－槡 １５

４β
± β

２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 ±

　　 β
２
－２β－１５＋８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犼＋狀狇－ β
２
－２β－槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，

　　β＜－３或β＞５；

　狌
（狉）
犻，犼＝

（２β－１０）－ β
２
－２β－槡 １５

４β
± β

２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 ±

　　 β
２
－２β－１５－８ β

２
－２β－槡槡 １５

４β
（－１）

狉犼＋狀狇＋ β
２
－２β－槡 １５

４β
（－１）

狉犻＋狀狆 （－１）
狉犼＋狀狇，

　　β≤１－ 槡４５或β≥１＋ 槡４５．

由于篇幅所限本文只讨论了前两种情况，剩余情况做类似的讨论即可，故省略．
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