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摘要：借助非线性特征研究工具构造了二维含有理分式离散映射，然后运用最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和分岔图

研究该二维有理分式离散映射的动力学行为，最后利用改进形式的小波函数构造压缩映射，对二维有理分式

混沌映射进行了有效的混沌控制．通过理论分析和数值模拟，验证了该混沌控制方法的实用性和有效性．
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　　混沌研究是数学和物理学等学科的研究热点之一，由于混沌系统具有极其复杂性和对初始值的敏

感性，因此混沌在通信保密等领域得到了很好的应用［１３］．研究者在对混沌产生机理进行研究时发现，有

些混沌运动会对系统本身产生严重危害，甚至会导致灾难性后果［４］，因此混沌控制成为混沌研究领域的

一个重要研究方向．文献［４６］提出了许多混沌控制方法，但这些混沌控制方法并没形成较系统的控制

理论．

对于实际系统而言，如何设计一种既简单又快速达到混沌控制目的的控制器是研究混沌控制的重

要方向．快速衰减性是小波函数的特点之一，文献［７］表明采用小波函数构造的非线性压缩映射具有更

有效的控制能力，使混沌系统能够得到快速而有效的控制．含有理分式离散映射比一般离散映射具有更

丰富的动力学行为［８］，该映射在参数取适当值时处于混沌状态，映射具有３个凹凸区域并含一个峰值．

本文作者在分析含有理分式的一维映射动力学［９］时发现，该映射产生混沌道路是倍周期分岔通向混沌
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的过程．本文在此研究基础上构造了一个二维含有理分式离散系统，并对其动力学行为和控制结果进行

了分析和验证．

１　一维含有理分式离散映射模型

一个含有理分式离散映射的数学模型［８］描述为

　狓（狀＋１）＝犳（狓（狀），狆）＝
１

狓（狀）２＋０．１
－狆狓（狀）， （１）

其中参数狆∈［－０．９９０，０．９９０］，狓∈［－１０．００２５，１０．００２５］．当参数狆在［－０．９９９０，０．９９９０］时发生

变化，其系统对应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱与分岔图如图１和图２所示，由此可知，当狆∈ ［０．０７，０．１５］∪

［０．２５，０．３５］∪［０．３８，０．５１］∪［０．５７，０．６２］∪［０．６４，０．６７］时，Ｌｙｐｕｎｏｖ指数λ＞０，即离散系统（１）

处于混沌状态．

图１　 一维离散映射犔狔犪狆狌狀狅狏指数谱 图２　 一维离散映射全局分岔图

２　 二维含有理分式离散系统模型的动力学分析

２．１　 基于修正的 犕犪狉狅狋狋狅定理的混沌分析

２００５年，陈关荣
［１０］指出了 Ｍａｒｏｔｔｏ定理中的错误，并给出了 Ｍａｒｏｔｔｏ定理的修正定理：

定理１　设狕∈犚为映射犳∶犚
狀
→犚

狀的一个不动点．假设：（ｉ）犳在狕的某领域内连续可微且犇犳（狕）

的所有特征值的绝对值大于１，从而存在一个正常数狇和犚
狀的一个范数 · ，使得犳在 · 之下在珚犅狇（狕）

上扩张，其中珚犅狇（狕）是空间（犚
狀，· ）的以狕为中心的闭球；（ｉｉ）狕是犳 的返回扩张不动点，即存在点

狓０ ∈犅狇（狕）及正整数犿，使得犳
犿（狓０）＝狕，其中犅狇（狕）是空间（犚

狀，· ）以狕为中心的开球，且犳在狓０，

狓１，…，狓犿－１ 的某领域内连续可微且满足ｄｅｔ犇犳（狓犻）≠０（０≤犻≤犿－１），其中狓犻＝犳（狓犻－１），０≤犻≤

犿－１．则映射犳在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的．

现根据含有理分式的一维离散映射的研究，给出二维含有理分式的离散映射：

　

狓狀＋１＝
１

狓２狀＋０．１
－狆１狓狀＋犵１（狓狀，狔狀），

狔狀＋１＝
１

狔
２
狀＋０．１

－狆２狔狀＋犵２（狓狀，狔狀

烅

烄

烆
），

（２）

其中犵１（狓狀，狔狀），犵２（狓狀，狔狀）为耦合项．选取对称二次耦合项犵１（狓狀，狔狀）＝犵２（狓狀，狔狀）＝狉狓狀狔狀，即得具有

对称二次耦合项的二维有理分式的离散系统模型

　

狓狀＋１＝
１

狓２狀＋０．１
－狆１狓狀＋狉狓狀狔狀，

狔狀＋１＝
１

狔
２
狀＋０．１

－狆２狔狀＋狉狓狀狔狀

烅

烄

烆
．

（３）

１４２
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系统右端连续形式为映射犳∶犳（狓，狔）＝

１

狓２＋０．１
－狆１狓＋狉狓狔，

１

狔
２
＋０．１

－狆２狔＋狉狓狔

烅

烄

烆
，

该系统的动力学行为由参数狆１，

狆２，狉决定．

定理２　 在系统（３）中，选择参数狆１＝狆２＝０．５，狉＝０．１１，则系统（３）的不动点是映射犳的返回扩

张不动点，即系统（３）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的．

证明 　 运用Ｍａｔｌａｂ软件容易得到系统（３）的不动点，其中一个不动点为犗１（１３．６３２８，１３．６３２８），

其雅可比矩阵为

　犇犳（犗１）＝

－
２狓

（狓２犗 ＋０．１）
２－狆＋狉狔犗 狉狓犗

狉狔犗 －
２狔犗

（狔
２
犗 ＋０．１）

２－狆＋狉狓

熿

燀

燄

燅
犗

．

将不动点犗１（１３．６３２８，１３．６３２８）代入雅可比矩阵并求得其特征值为λ１＝５．３７６２，λ２＝－３．６６６３，显

然其绝对值大于１，根据定理１可得：存在一个正常数狇和犚
２ 上的一个范数 · ，使得犳在 · 之下在

珚犅狇（犗１）上扩张，其中珚犅狇（犗１）是空间（犚
狀，· ）的以犗１ 为中心的闭球．

再证明映射犳在珚犅狇（犗１）内有返回的不扩张点．假设存在正整数犖＝２及一点狓０＝（狓，狔）
Ｔ 使得

犳（狓０）＝狓１ ≠犗１，犳
２（狓０）＝犗１（狓０ ≠犗１），则通过建立方程并求解可得方程的解为狓０＝ （－９．０８４６，

－９．０８４６）≠犗１（１３．６３２８，１３．６３２８）．

根据定理１，若狓０∈犅狇（犗１）使犳在狓０某领域内连续可微并满足ｄｅｔ犇犳（狓０）≠０，ｄｅｔ犇犳（狓１）≠

０，则不动点犗１ 为犳的返回扩张不动点，并且可直接验证ｄｅｔ犇犳（狓０）＝０．６２５２≠０，ｄｅｔ犇犳（狓１）＝

－１９．７１０３≠０．

通过以上证明可知映射系统（３）在ＬｉＹｏｒｋｅ意义下是混沌的．

２．２　 二维含有理分式离散系统混沌道路的数值仿真

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是衡量系统动力学特性的一个重要定量指标．当狆１＝狆２＝０．５，狉∈［－０．１，０．１５］和

　　 图３　 系统映射随参数狉变化的全局分岔图和最大犔狔犪狆狌狀狅狏指数谱

狉∈ ［０．３，０．５］时，运用全局分岔

图和最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱，研究

该二维有理分式离散映射动力学

行为演化过程表明，随着狉的增

大，该二维含有理分式离散映射

通过倒倍周期分岔通向混沌道

路，并具有比一维含有理分式离

散映射更加丰富的动力学行为

（图３）．

当狉＝０．１１，狆１ ＝狆２ ＝狆，

狆∈ ［－０．５，０．８］时，运用全局分

岔图和最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱，研

究该二维有理分式离散系统动力

学行为演化过程表明，随着狆的

增大，该二维含有理分式离散映

射通过倍周期分岔通向混沌道路

（图４）．

２４２
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图４　 系统映射随参数狆变化的全局分岔图和最大犔狔犪狆狌狀狅狏指数谱

３　 二维含有理分式离散系统的混沌控制

３．１　 小波函数变换控制法思想

文献［７］指出小波变换可以控制系统的混沌，小波函数所构造的非线性映射法简单，只需设置一个

控制开关，并且该构造方法可对所构造的压缩映射进行改进，将压缩映射施加于多个变量，使混沌系统

得到更有效的控制．

设狀维离散动力系统为犡犽＝犉（μ，犡犽－１），其中犡犽＝（狓犽，１，狓犽，２，…，狓犽，狀）
Ｔ，μ＝（μ１，μ２，…，μ犿）为映

射参数，当参数μ取适当的值时映射（３）处于混沌状态．选择小波变换构造映射犜，由于小波变换本身具

有快速衰减的特性，因此可使映射犜成为压缩映射．根据距离空间和压缩映射理论
［４］有：对于任意狓，

狔∈（狓
犽
犿，犱），都有犱（犜狓，犜狔）≤θ犱（狓，狔），其中θ为压缩系数（０≤θ＜１）．

混沌序列所构成的（狓犽犿，犱）为不完备距离空间，经过小波变换构造映射犜，使得映射犉犜成为压缩

映射，系统（３）通过变换犜后得到输出序列｛狔
犽
犿｝，犽＝１，２，…．根据完备距离空间不动点定理得：①如果

（狔
犽
犿，犱）是完备空间，则犉犜必存在唯一不动点；② 如果（狔

犽
犿，犱）子空间（狔

犽
犿犻，犱）是完备空间，则犉犜

在（狔
犽
犿犻，犱）中也必存在唯一不动点．那么，若存在映射犜，使得

　（狔
犽
犿，犱）＝（狔

犽
犿１，犱） （狔

犽
犿２，犱） …  （狔

犽
犿狀，犱）， （４）

其中（狔
犽
犿犻，犱）（１≤犻≤狀）是完备的，则输出序列 狔

犽｛ ｝犿 是倍周期序列．由计算最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数理论
［６］

可知，随着映射系统迭代次数不断增加，系统（３）通过映射犜作用，犉犜是压缩映射，则ｌｎ
犱１
犱０
＜０，故最

大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λ１＝ｌｉｍ
狀→∞

∑
狀

犻＝１

犱犻
犱０

狀τ
＜０（τ为滞后步数），由此可知系统（３）的混沌运动得到有效控制．根

据以上结果可得如下定理：

定理３　 设狀维离散动力系统为犡犽＝犉（μ，犡犽－１），其中犡犽＝（狓犽，１，狓犽，２，…，狓犽，狀）
Ｔ，取映射参数μ＝

μ

＝（μ１，μ２，…，μ狀），此时系统映射（３）处于混沌状态，选取小波变换犽犜 施加于系统变量犡犽＝

（狓犽，１，狓犽，２，…，狓犽，狀）
Ｔ，则通过调节参数犽可将系统控制到周期轨道（包含高周期轨道）．

３．２　 混沌控制的数值仿真

在离散系统映射（３）中选取参数狆１＝狆２＝０．５，狉＝０．１１时，离散映射（３）处于混沌状态．运用小波

变换构造压缩映射，运用Ｓｈａｎｎｏｎ函数φ（狓）＝
ｓｉｎ（π狓）

π狓
构造压缩映射犜∶犡狀→犽

ｓｉｎ（π犡狀）

π犡狀
，犽为调节

参数．如果将压缩映射犜施加于系统变量狓（狀），且当狀＝２０００后施加压缩映射犜于变量狓（狀），可将系

统控制到高周期轨道．当犽＝０．３时，二维离散混沌映射的混沌运动被控制到２周期轨道，如图５ａ所示；

当犽＝０．９时，二维离散混沌映射的混沌运动被控制到３周期轨道，如图５ｂ所示．

３４２
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图５　二维离散混沌映射控制结果

４　结论

本文对含有理分式的一维离散映射的动力学行为进行了研究，运用全局分岔图和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

谱工具讨论了该离散映射的运动状态，并得到了该映射混沌态的形成过程．同时，在此基础上构造了二

维含有理分式离散映射，运用最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和全局分岔图研究了该二维有理分式离散映射的

非线性耦合参数对该映射的影响，结果显示该离散映射具有更加丰富的动力学行为，最后从理论和数值

仿真两个方面实现了小波变换映射压缩法对该混沌映射的有效控制．
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