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犆３犆
８中不可拓展的最大纠缠基和互不偏基

苑普光，　张秀丽，　杨潇，　栾秀萍，　张军
"

（延边大学理学院 数学系，吉林 延吉１３３００２）

摘要：在犆３犆
８中证明了一组不完备的十八元不可拓展的最大纠缠基，并在此基础上加入６个直积态，得到

了犆３ 犆
８ 中的一组完备的不可拓展的最大纠缠基，然后通过构造犆８ 的一个标准正交基给出了另一组完备

的不可拓展的最大纠缠基，并证明了这两组基是互不偏的．

关键词：最大纠缠基；互不偏基；不可拓展；Ｓｃｈｍｉｄｔ分解
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０　引言

量子信息学是一门涉及量子力学、密码学、信息学等多门学科的交叉学科，它以量子纠缠态为信息

载体，研究信息的储存和传输，以期达到经典信息所不能达到的计算速度和安全性．自Ｃ．Ｈ．Ｂｅｎｎｅｔｔ

等［１］提出多体量子系统中不可拓展的直积基（ＵＰＢ）概念以来，已获得了大量具有实际应用价值的理论

成果，例如：文献［２］研究表明，包含ＵＰＢ的态是不能被局部测量和经典计算所区分的，并且在与一组

ＵＰＢ互补的子空间上的混合态是一个束缚纠缠态．文献［３］将 ＵＰＢ推广到不可拓展的最大纠缠基

（ＵＭＥＢ），即ＵＭＥＢ是一个犆犱 犆
犱′ 上由标准正交的最大纠缠态构成的集合，这个集合含有向量不超

过犱２ 个，除此之外不再存在与它们都正交的最大纠缠态．当犱＝２时，ＵＭＥＢ并不存在；当犱＝３和犱＝

４时，分别找到了含有６个向量和１２个向量的ＵＭＥＢ的具体例子．

１９８９年，Ｗ．Ｋ．Ｗｏｏｔｔｅｒｓ等
［４］提出了互不偏基（ＭＵＢＳ）的概念，即给定犿个犆犱空间上的标准正交

基犅犓＝ 狘ψ
犽
犻｛ ｝〉犱

犻＝１，犽＝１，２，…，犿，如果犿犱个基向量中任意２个都满足 〈ψ
犽
犻狘ψ

犽′
犻′
〉＝

δ犻犻′，犽＝犽′，

１／槡犱，犽≠犽′
烅
烄

烆 ，

其中犽，犽′＝１，２，…，犿，则称 犅１，犅２，…，犅｛ ｝犿 是互不偏基．目前，互不偏基已被用于解决量子态层析和加
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密协议等问题中［４８］．ＭＵＢＳ的个数 （）犖 犱 最多不超过犱＋１．文献［４］研究表明，当犱是一个素数幂时，

（）犖 犱 ＝犱＋１；但当犱是一个非素数幂的和数时， （）犖 犱 尚未可知；甚至当犱＝６时，是否存在４个ＭＵＢＳ

都是未知的［９］．因此，有关 （）犖 犱 以及在犆６ 上如何构造 ＭＵＢＳ的问题引起了众多研究者的重视．文献

［２］在犆２犆
３中给出了既是ＵＭＥＢ犛又是ＭＵＢＳ的实际例子，为此类问题的进一步研究奠定了基础．

本文根据文献［２］在犆２犆
３中关于４元ＵＭＥＢ的证明，对两体空间的维数加以推广：首先证明两体空

间犆３ 犆
８ 上的一组不完备的１８元 ＵＭＥＢ，然后通过构造犆８ 的一个标准正交基给出两组完备的

ＵＭＥＢＳ，最后证明这两组基是 ＭＵＢＳ．

１　犆
３
犆

８中的犝犕犈犅犛

定义１
［３］
　 一组态 狘φ犻〉∈犆

犱
犆

犱，犻＝１，２，…，狀，狀＜｛ ｝犱犱′ 称为狀元 ＵＭＥＢ，当且仅当：（Ⅰ）

狘φ犻〉，犻＝１，２，…，狀，均是最大纠缠态；（Ⅱ）〈φ犻狘φ犼〉＝δ犻犼；（Ⅲ）如果〈φ犻狘ψ〉＝０，犻＝１，２，…，狀，则狘ψ〉

不能是最大纠缠的．

定义２
［２］
　一个态狘ψ〉称为犆

犱
犆

犱′ 的最大纠缠态，当且仅当对任意给定的子系统Ａ的完备标准

正交基 狘犻Ａ｛ ｝〉 存在子系统Ｂ的一个标准正交基 狘犻Ｂ｛ ｝〉 ，使得狘ψ〉能表示为狘ψ〉＝
１
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
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现考虑犱＝３，犱′＝８时，有

　狘φ
狋
狀犿
〉＝（犝狀犿 犐８）狘φ

狋〉，狀，犿＝０，１，２，狋＝０，１， （１）

其中狘φ
狋〉＝
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狘狆〉狘 狆＋３（ ）狋′〉，狋＝０，１，犝狀犿 ＝
２
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ζ
狀犽
３ 狘犽犿〉〈犽狘，狀，犿＝０，１，２，ζ３＝ｅ

２π －槡 １
３ ，

犽犿表示犽＋犿除以３的余数
［２］．显然（１）式符合定义２，即狘φ

狋
狀犿
〉，狀，犿＝０，１，２，狋＝０，１都是最大纠

缠态，同时又满足〈φ
狋
狀犿狘φ

狋′
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１，狀＝狀′，犿＝犿′，狋＝狋′，

０，ｅｌｓｅ
烅
烄

烆 ，
其中狀，犿，狀′，犿′＝０，１，２，狋，狋′＝０，１．

现证明（１）式中的１８个态满足定义１的条件（Ⅲ），即如果存在一个态狘ψ〉，使得〈φ
狋
狀犿狘ψ〉＝０，

狀，犿＝０，１，２，狋＝０，１，则狘ψ〉一定不是最大纠缠态．事实上，假设狘ψ〉是纠缠态，则狘ψ〉的Ｓｃｈｍｉｄｔ分

解为狘ψ〉＝ 犝 （ ）犞 λ槡０狘００′〉＋ λ槡１狘１１′〉＋ λ槡２狘２２′（ ）〉，其中λ０ ＞０，λ１ ＞０，λ２ ＞０，λ０＋
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狌１１ 狌１２ 狌１３

狌２１ 狌２２ 狌２３

狌３１ 狌３２ 狌

烄

烆

烌

烎３３

，犞＝ 狏犻（ ）犼 ８×８＝

狏１１ … 狏１８

  

狏８１ … 狏

烄

烆

烌

烎８８

，犝，犞 均为酉矩阵．于是由

〈φ
０
００狘ψ〉＝０得
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〈０狘犝狘１〉〈０′狘犞狘１′〉＋

λ槡２

槡３
〈０狘犝狘２〉〈０′狘犞狘２′〉＋

　　
λ槡０

槡３
〈１狘犝狘０〉〈１′狘犞狘０′〉＋

λ槡１

槡３
〈１狘犝狘１〉〈１′狘犞狘１′〉＋

λ槡２

槡３
〈１狘犝狘２〉〈１′狘犞狘２′〉＋

　　
λ槡０

槡３
〈２狘犝狘０〉〈２′狘犞狘０′〉＋

λ槡１

槡３
〈２狘犝狘１〉〈２′狘犞狘１′〉＋

λ槡２

槡３
〈２狘犝狘２〉〈２′狘犞狘２′〉＝０，

整理得

　 λ槡０狌１１狏１１＋ λ槡１狌１２狏１２＋ λ槡２狌１３狏１３＋ λ槡０狌２１狏２１＋ λ槡１狌２２狏２２＋ λ槡２狌２３狏２３＋

　　 λ槡０狌３１狏３１＋ λ槡１狌３２狏３２＋ λ槡２狌３３狏３３＝０．

同理由〈φ
０
狀犿狘ψ〉＝０，狀，犿＝０，１，２（狀，犿不同时为０），可得：

６１２
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　 λ槡０狌２１狏１１＋ λ槡１狌２２狏１２＋ λ槡２狌２３狏１３＋ λ槡０狌３１狏２１＋ λ槡１狌３２狏２２＋ λ槡２狌３３狏２３＋ λ槡０狌１１狏３１＋

　　 λ槡１狌１２狏３２＋ λ槡２狌１３狏３３＝０，

　 λ槡０狌３１狏１１＋ λ槡１狌３２狏１２＋ λ槡２狌３３狏１３＋ λ槡０狌１１狏２１＋ λ槡１狌１２狏２２＋ λ槡２狌１３狏２３＋ λ槡０狌２１狏３１＋

　　 λ槡１狌２２狏３２＋ λ槡２狌２３狏３３＝０，

　 λ槡０狌１１狏１１＋ λ槡１狌１２狏１２＋ λ槡２狌１３狏１３＋珔ω λ槡０狌２１狏２１＋珔ω λ槡１狌２２狏２２＋珔ω λ槡２狌２３狏２３＋

　　ω λ槡０狌３１狏３１＋ω λ槡１狌３２狏３２＋ω λ槡２狌３３狏３３＝０，

　 λ槡０狌２１狏１１＋ λ槡１狌２２狏１２＋ λ槡２狌２３狏１３＋珔ω λ槡０狌３１狏２１＋珔ω λ槡１狌３２狏２２＋珔ω λ槡２狌３３狏２３＋

　　ω λ槡０狌１１狏３１＋ω λ槡１狌１２狏３２＋ω λ槡２狌１３狏３３＝０，

　 λ槡０狌３１狏１１＋ λ槡１狌３２狏１２＋ λ槡２狌３３狏１３＋珔ω λ槡０狌１１狏２１＋珔ω λ槡１狌１２狏２２＋珔ω λ槡２狌１３狏２３＋

　　ω λ槡０狌２１狏３１＋ω λ槡１狌２２狏３２＋ω λ槡２狌２３狏３３＝０，

　 λ槡０狌１１狏１１＋ λ槡１狌１２狏１２＋ λ槡２狌１３狏１３＋ω λ槡０狌２１狏２１＋ω λ槡１狌２２狏２２＋ω λ槡２狌２３狏２３＋

　　珔ω λ槡０狌３１狏３１＋珔ω λ槡１狌３２狏３２＋珔ω λ槡２狌３３狏３３＝０，

　 λ槡０狌２１狏１１＋ λ槡１狌２２狏１２＋ λ槡２狌２３狏１３＋ω λ槡０狌３１狏２１＋ω λ槡１狌３２狏２２＋ω λ槡２狌３３狏２３＋

　　珔ω λ槡０狌１１狏３１＋珔ω λ槡１狌１２狏３２＋珔ω λ槡２狌１３狏３３＝０，

　 λ槡０狌３１狏１１＋ λ槡１狌３２狏１２＋ λ槡２狌３３狏１３＋ω λ槡０狌１１狏２１＋ω λ槡１狌１２狏２２＋ω λ槡２狌１３狏２３＋

　　珔ω λ槡０狌２１狏３１＋珔ω λ槡１狌２２狏３２＋珔ω λ槡２狌２３狏３３＝０，

其中ω＝
－１＋槡３ｉ
２

，珔ω为ω 的共轭．上述９个方程用矩阵形式表示为

λ槡０狌１１ λ槡１狌１２ λ槡２狌１３ λ槡０狌２１ λ槡１狌２２ λ槡２狌２３ λ槡０狌３１ λ槡１狌３２ λ槡２狌３３

λ槡０狌２１ λ槡１狌２２ λ槡２狌２３ λ槡０狌３１ λ槡１狌３２ λ槡２狌３３ λ槡０狌１１ λ槡１狌１２ λ槡２狌１３

λ槡０狌３１ λ槡１狌３２ λ槡２狌３３ λ槡０狌１１ λ槡１狌１２ λ槡２狌１３ λ槡０狌２１ λ槡１狌２２ λ槡２狌２３

λ槡０狌１１ λ槡１狌１２ λ槡２狌１３ 珔ω λ槡０狌２１ 珔ω λ槡１狌２２ 珔ω λ槡２狌２３ ω λ槡０狌３１ ω λ槡１狌３２ ω λ槡２狌３３

λ槡０狌２１ λ槡１狌２２ λ槡２狌２３ 珔ω λ槡０狌３１ 珔ω λ槡１狌３２ 珔ω λ槡２狌３３ ω λ槡０狌１１ ω λ槡１狌１２ ω λ槡２狌１３

λ槡０狌３１ λ槡１狌３２ λ槡２狌３３ 珔ω λ槡０狌１１ 珔ω λ槡１狌１２ 珔ω λ槡２狌１３ ω λ槡０狌２１ ω λ槡１狌２２ ω λ槡２狌２３

λ槡０狌１１ λ槡１狌１２ λ槡２狌１３ ω λ槡０狌２１ ω λ槡１狌２２ ω λ槡２狌２３ 珔ω λ槡０狌３１ 珔ω λ槡１狌３２ 珔ω λ槡２狌３３

λ槡０狌２１ λ槡１狌２２ λ槡２狌２３ ω λ槡０狌３１ ω λ槡１狌３２ ω λ槡２狌３３ 珔ω λ槡０狌１１ 珔ω λ槡１狌１２ 珔ω λ槡２狌１３

λ槡０狌３１ λ槡１狌３２ λ槡２狌３３ ω λ槡０狌１１ ω λ槡１狌１２ ω λ槡２狌１３ 珔ω
　

λ槡０狌２１ 珔ω λ槡１狌２２ 珔ω λ槡２狌

烄

烆

烌

烎２３

狏１１

狏１２

狏１３

狏２１

狏２２

狏２３

狏３１

狏３２

狏

烄

烆

烌

烎３３

＝

烄

烆

烌

烎

０

０

０

０

０

０

０

０

０

，

简记为犃狏＝０，其中：犃＝

犝 σ１犝 σ２犝

犝 ωσ１犝 珔ωσ２犝

犝 珔ωσ１犝 ωσ２

烄

烆

烌

烎犝

犠

犠

烄

烆

烌

烎犠

；犠＝

λ槡０

λ槡１

λ槡

烄

烆

烌

烎２

；σ１＝

０ １ ０

０ ０ １

烄

烆

烌

烎１ ０ ０

；

σ２ ＝

０ ０ １

１ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ １ ０

；狏 ＝ 狏１１，狏１２，狏１３，狏２１，狏２２，狏２３，狏３１，狏３２，狏（ ）３３
Ｔ，Ｔ 表 示 矩 阵 转 置．因 为 犃狏 ＝

犝 σ１犝 σ２犝

犝 ωσ１犝 珔ωσ２犝

犝 珔ωσ１犝 ωσ２犝

犠

犠

犠

＝

犝 σ１犝 σ２犝

犝 ωσ１犝 珔ωσ２犝

犝 珔ωσ１犝 ωσ２犝

犠 ３
≠０，所以犃狏＝０只有零解，即狏＝０，从而

有

狏１１狏１２狏１３

狏２１狏２２狏２３

狏３１狏３２狏

烄

烆

烌

烎３３

＝

０ ０ ０

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．同理，由〈φ
１
狀犿狘ψ〉＝０，狀，犿＝０，１，２，可得

狏４１狏４２狏４３

狏５１狏５２狏５３

狏６１狏６２狏

烄

烆

烌

烎６３

＝

０ ０ ０

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

．于是

７１２
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　 犞 ＝

狏１１ 狏１２ 狏１３ 狏１４ 狏１５ 狏１６ 狏１７ 狏１８

狏２１ 狏２２ 狏２３ 狏２４ 狏２５ 狏２６ 狏２７ 狏２８

狏３１ 狏３２ 狏３３ 狏３４ 狏３５ 狏３６ 狏３７ 狏３８

狏４１ 狏４２ 狏４３ 狏４４ 狏４５ 狏４６ 狏４７ 狏４８

狏５１ 狏５２ 狏５３ 狏５４ 狏５５ 狏５６ 狏５７ 狏５８

狏６１ 狏６２ 狏６３ 狏６４ 狏６５ 狏６６ 狏６７ 狏６８

狏７１ 狏７２ 狏７３ 狏７４ 狏７５ 狏７６ 狏７７ 狏７８

狏８１ 狏８２ 狏８３ 狏８４ 狏８５ 狏８６ 狏８７ 狏８８

＝

０ ０ ０ 狏１４ 狏１５ 狏１６ 狏１７ 狏１８

０ ０ ０ 狏２４ 狏２５ 狏２６ 狏２７ 狏２８

０ ０ ０ 狏３４ 狏３５ 狏３６ 狏３７ 狏３８

０ ０ ０ 狏４４ 狏４５ 狏４６ 狏４７ 狏４８

０ ０ ０ 狏５４ 狏５５ 狏５６ 狏５７ 狏５８

０ ０ ０ 狏６４ 狏６５ 狏６６ 狏６７ 狏６８

狏７１ 狏７２ 狏７３ 狏７４ 狏７５ 狏７６ 狏７７ 狏７８

狏８１ 狏８２ 狏８３ 狏８４ 狏８５ 狏８６ 狏８７ 狏８８

＝０，

故犞不可能是酉矩阵，与假设矛盾，所以狘ψ〉一定不是最大纠缠态．综上所述，（１）式是犆
３
犆

８的一组

不完备的１８元ＵＭＥＢ．

２　 用犆
３
犆

８的犝犕犈犅犛构造 犕犝犅犛

在（１）式中加入６个直积态：

　

狘φ
狋
３０
〉＝
１

槡３
（狘０（６＋狋）′〉＋狘１（６＋狋）′〉＋狘２（６＋狋）′〉），

狘φ
狋
３１
〉＝
１

槡３
（狘０（６＋ｔ）′〉＋ω狘１（６＋狋）′〉＋珔ω狘２（６＋狋）′〉），

狘φ
狋
３２
〉＝
１

槡３
（狘０（６＋狋）′〉＋珔ω狘１（６＋狋）′〉＋ω狘２（６＋狋）′〉），狋＝０，１

烅

烄

烆
，

即得犆３ 犆
８ 的一组完备的ＵＭＥＢ：

　

狘φ
狋
狀犿
〉＝（犝狀犿 犐８）狘φ

狋〉，　狀，犿＝０，１，２，

狘φ
狋
３０
〉＝
１

槡３
（狘０（６＋狋）′〉＋狘１（６＋狋）′〉＋狘２（６＋狋）′〉），

狘φ
狋
３１
〉＝
１

槡３
（狘０（６＋狋）′〉＋ω狘１（６＋狋）′〉＋珔ω狘２（６＋狋）′〉），

狘φ
狋
３２
〉＝
１

槡３
（狘０（６＋狋）′〉＋珔ω狘１（６＋狋）′〉＋ω狘２（６＋狋）′〉），狋＝０，１

烅

烄

烆
，

（２）

其中狘φ
狋〉＝

１

槡３

２

狆＝０

狘狆〉狘 狆＋３（ ）狋′〉，狋＝０，１，ζ３＝ｅ
２π －槡 １
３ ，犽犿表示犽＋犿除以３的余数．

现构造犆８ 的一个标准正交基，用矩阵形式表示为

　

狘ε０′〉

狘ε１′〉

狘ε２′〉

狘ε３′〉

狘ε４′〉

狘ε５′〉

狘ε６′〉

狘ε７′

烄

烆

烌

烎〉

＝
１

槡８

１ －ω ω １ －ω ω ω ω

珔ω 珔ω －１ 珔ω 珔ω －１ 珔ω 珔ω

－ω ω 珔ω －ω ω 珔ω ω ω

１ －ω ω －１ ω －ω ω －ω

珔ω 珔ω －１ －珔ω －珔ω １ 珔ω －珔ω

－ω ω 珔ω ω －ω －珔ω ω －ω

珔ω １ １ 珔ω １ １ －１ －１

珔ω １ １ －珔ω －１ －１ －

烄

烆

烌

烎１ １

狘０′〉

狘１′〉

狘２′〉

狘３′〉

狘４′〉

狘５′〉

狘６′〉

狘７′

烄

烆

烌

烎〉

，

由此基出发，重复使用上述方法可得犆３ 犆
８ 的另一组完备的ＵＭＥＢ：

　

狘ψ
狋
狀犿〉＝（犝狀犿 犐８）狘ψ

狋〉，　狀，犿＝０，１，２，

狘ψ
狋
３０
〉＝
１

槡３
（狘０ε′６＋狋〉＋ω狘１ε′６＋狋〉＋ω狘２ε′６＋狋〉），

狘ψ
狋
３１
〉＝
１

槡３
（ω狘０ε′６＋狋〉＋狘１ε′６＋狋〉＋ω狘２ε′６＋狋〉），

狘ψ
狋
３２
〉＝
１

槡３
（ω狘０ε′６＋狋〉＋ω狘１ε′６＋狋〉＋狘２ε′６＋狋〉），狋＝１，２

烅

烄

烆
，

（３）

８１２



　 第３期 苑普光，等：犆３ 犆
８ 中不可拓展的最大纠缠基和互不偏基

其中狘ψ
狋〉＝

１

槡３

２

狆＝０

狘狆〉狘ε′狆＋３狋〉，狋＝０，１，犝狀犿 ＝
２

犽＝０
ζ
狀犽
３ 狘犽犿〉〈犽狘，狀，犿＝０，１，２，ζ３＝ｅ

２π －槡 １
３ ，犽犿

表示犽＋犿除以３的余数．事实上（２）式与（３）式是无偏的，可从这两组ＵＭＥＢ中分别任取一个态做内

积，例如：

　〈φ
０
００狘ψ

１
２０
〉＝
１

槡３
〈００′狘＋〈１１′狘＋〈２２′（ ）狘

１

槡３
狘０ε′３〉＋珔ω狘１ε′４〉＋ω狘２ε′５（ ）〉＝

　　
１

３
〈０′狘ε′３〉＋珔ω〈１′狘ε′４〉＋ω〈２′狘ε′５（ ）〉＝

１

２槡４
槡３＋ｉ
２
，

　〈φ
０
０１狘ψ

０
００
〉＝
１

槡３
〈１０′狘＋〈２１′狘＋〈０２′（ ）狘

１

槡３
狘０ε′０〉＋狘１ε′１〉＋狘２ε′２（ ）〉＝

　　
１

３
〈０′狘ε′１〉＋〈１′狘ε′２〉＋〈２′狘ε′０（ ）〉＝

１

２槡４

－槡３＋ｉ
２

，

　〈φ
０
０２狘ψ

１
１０
〉＝
１

槡３
〈２０′狘＋〈０１′狘＋〈１２′（ ）狘

１

槡３
狘０ε′３〉＋ω狘１ε′４〉＋珔ω狘２ε′５（ ）〉＝

　　
１

３
珔ω〈０′狘ε′５〉＋〈１′狘ε′３〉＋ω〈２′狘ε′４（ ）〉＝

－ｉ

槡２４
，

　〈φ
０
１２狘ψ

０
１２
〉＝
１

槡３
〈２０′狘＋珔ω〈０１′狘＋ω〈１２′（ ）狘

１

槡３
狘２ε′０〉＋ω狘０ε′１〉＋珔ω狘１ε′２（ ）〉＝

　　
１

３
〈０′狘ε′０〉＋珔ωω〈１′狘ε′１〉＋ω珔ω〈２′狘ε′２（ ）〉＝

－ｉ

槡２４
，

分别取模得 〈φ
０
００狘ψ

１
２０
〉＝ 〈φ

０
０１狘ψ

０
００
〉＝ 〈φ

０
０２狘ψ

１
１０
〉＝ 〈φ

０
１２狘ψ

０
１２
〉＝

１

２槡４
．总之，通过计算可得

　 〈φ
狋
狀犿狘ψ

狋′
狀′犿′
〉＝

１

２槡４
，狀，狀′，＝０，１，２，３，犿，犿′＝０，１，２，狋，狋′＝０，１，

故两个完备的ＵＭＥＢＳ（２）和（３）是 ＭＵＢＳ．
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