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一类反应扩散方程的行波解

郑伟强，　周小燕，　胡萍，　彭建奎

（兰州文理学院 师范学院，甘肃 兰州７３００３０）

摘要：用试探函数法求解得到一类反应扩散方程行波解的通解，得到了连接不同平衡点的异宿轨道，并且验

证了当参数犿＝１时解的正确性；因此，可以把该解推广到高维的反应扩散方程中．
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　　非线性现象广泛存在于物理、生物、化学、经济等学科领域，研究某些非线性现象时通常将其转化为

非线性偏微分方程来进行描述，从而通过对偏微分方程的计算或数值模拟来了解和解释这些现象．目前

已经有很多求解偏微分方程的方法，如齐次平衡法［１］、双曲正切函数展开法［２］、试探函数法［３］、Ｓｉｎｅ

Ｇｏｎｓｉｎｅ法
［４］、辅叠加法［５］、辅助常微分方程法［６］和双函数法［７］等．由于偏微分方程的复杂性，目前对于

求解偏微分方程的精确解依然没有统一的方法，因此，寻求新而有效的求解偏微分方程的方法依然是求

解非线性方程的重要研究课题之一．本文依照试探函数法解出了一类反应扩散方程的行波解的通解，分

析了不同参数情况下解的形式，且对参数犿＝１时的结果进行了验证．

１　反应扩散方程及行波变换

研究反应扩散方程

　
狌

狋
－ν

２狌

狓
２－犽狌（１－狌

犿）（狌犿－α）＝０， （１）

其中ν，犽分别为扩散系数和反应系数，且ν＞０，犽＞０，０≤α≤
１

２
．做行波变换

　狌＝狌（ξ），ξ＝狓－犮狋， （２）

其中犮为波速．将行波解（２）带入方程（１）有



延边大学学报（自然科学版） 第４０卷 　

　犮
ｄ狌
ｄξ
＋ν
ｄ２狌

ｄξ
２＋犽狌（１－狌

犿）（狌犿－α）＝０． （３）

令ｄ狌
ｄξ
＝狆，则方程（３）等价于

　

ｄ狌
ｄξ
＝狆＝犳１（狌，狆），

ｄ狆
ｄξ
＝－

犮

ν
狆－

犽

ν
狌（１－狌

犿）（狌犿－α）＝犳２（狌，狆）
烅

烄

烆
．

（４）

２　 系统的平衡点

非线性方程解的形式或性质与其定态解的稳定性密切相关，所以研究其定态解的稳定性是非常必

要的，而描述系统运动方程的解是否稳定，主要取决于系统在扰动下偏离此解所表征的状态能否回到此

状态．为此，李雅普诺夫提出了判断动力系统稳定性的两种方法：李雅普诺夫直接法和李雅普诺夫间接

法．本文依照后者对系统的平衡点进行分析．

１）当犿＝１时，方程（１）可视为Ｆｉｓｈｅｒ方程的推广，因此方程（４）可写为

　

ｄ狌
ｄξ
＝狆＝犳１（狌，狆），

ｄ狆
ｄξ
＝
－犮狆

ν
－
犽

ν
狌（１－狌）（狌－α）＝犳２（狌，狆）

烅

烄

烆
．

（５）

显然，方程（５）有３个平衡位置：（狌，犘）＝（０，０），（狌，犘）＝（１，０），（狌，犘）＝（α，０），相应的特征方

程和特征根为：

　

（狌，犘）＝（０，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
－
犽

ν
α＝０，λ＝

１

２ν
（－犮± 犮２＋４犽槡 να）；

（狌，犘）＝（１，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
－
犽

ν
（１－α）＝０，λ＝

１

２ν
［－犮± 犮２＋４犽ν（１－α槡 ）］；

（狌，犘）＝（α，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
＋
犽α
ν
（１－α）＝０，λ＝

１

２ν
［－犮± 犮２－４犽να（１－α槡 ）］

烅

烄

烆
．

其中平衡位置（狌，犘）＝（０，０）和（狌，犘）＝（１，０）都是鞍点，而（狌，犘）＝（α，０）在犮
２
＞４犽να（１－α）时

为结点，在犮２ ＜４犽να（１－α）时为焦点．

２）当犿＝２时，方程（４）可写为

　

ｄ狌
ｄξ
＝狆＝犳１（狌，狆），

ｄ狆
ｄξ
＝
－犮狆

ν
－
犽

ν
狌（１－狌

２）（狌２－α）＝犳２（狌，狆）
烅

烄

烆
．

（６）

显然，方程（６）有５个平衡位置：（狌，犘）＝（０，０），（狌，犘）＝（±１，０），（狌，犘）＝（±槡α，０）．依据李雅

普诺夫间接法（即线性稳定性分析法）可知，非线性方程的雅可比矩阵为

犳１

狌

犳２



熿

燀狌

犳１

狆

犳２



燄

燅狆

，由此式即求得相应

的特征方程和特征根为：

　

（狌，犘）＝（０，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
－
犽

ν
α＝０，λ＝

１

２ν
（－犮± 犮２＋４犽槡 να）；

（狌，犘）＝（±１，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
＋
２犽

ν
（α－１）＝０，λ＝

１

２ν
［－犮± 犮２＋８犽ν（１－α槡 ）］；

（狌，犘）＝（±槡α，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
＋
２犽α
ν
（１－α）＝０，λ＝

１

２ν
［－犮± 犮２－８犽να（１－α槡 ）］

烅

烄

烆
．

４０２
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其中平衡位置（狌，犘）＝（０，０）和（狌，犘）＝（±１，０）都是鞍点，而平衡位置（狌，犘）＝（±槡α，０）在

犮２ ＞８犽να（１－α）时为结点，在犮
２
＜８犽να（１－α）时为焦点．

３）当犿＞２时，显然方程（４）有３个平衡位置，即：（狌
，犘）＝（０，０），（狌，犘）＝（１，０），（狌，犘）＝

（α
１
犿，０），相应的特征方程和特征根为：

　

（狌，犘）＝（０，０）：λ
２
＋
犮λ
ν
－
犽

ν
α＝０，λ＝

１

２ν
（－犮± 犮２＋４犽槡 να）；

（狌，犘）＝（１，０）：λ
２
＋
犮

ν
λ＋

犽

ν
（α－１）＝０，λ＝

１

２ν
［－犮± 犮２＋４犽ν（１－α槡 ）］；

（狌，犘）＝（α
１
犿，０）：λ

２
＋
犮

ν
λ＋

犽

ν
［犿α（α－１）］＝０，λ＝

１

２ν
［－犮± 犮２－４犽ν犿α（１－α槡 ）］

烅

烄

烆
．

其中平衡位置（狌，犘）＝（０，０）和（狌，犘）＝（１，０）都是鞍点，而平衡位置（狌，犘）＝（α
１
犿，０）在犮２ ＞

４犽ν犿α（１－α）时为结点，在犮
２
＜４犽ν犿α（１－α）时为焦点．

３　 连接不同平衡点的异宿轨道

１）当犿＝１时，根据文献［８］可知：

① 连接鞍点（狌，犘）＝（０，０）和鞍点（狌，犘）＝（１，０）的异宿轨道为

　狌＝
１

２
［１±ｃｔｈ

１

２
（ξ＋ξ０）

犽
２槡ν］； （７）

② 连接鞍点（狌，犘）＝（０，０）和鞍点（狌，犘）＝（α，０）的异宿轨道为

　狌＝
α
２
［１±ｔｈ

α
２
（ξ－ξ０）

犽
２槡ν］． （８）

２）当犿≥２时，令
ｄ狌
ｄξ
＝犪狌（１－狌

犿），代入方程（３）得犮犪＋ν犪
２
－ν犪

２狌犿（犿＋１）＋犽（狌
犿
－α）＝０．上

式等价于
犮犪＋ν犪

２
－犽α＝０，

ν犪
２（犿＋１）＝犽

烅
烄

烆 ，
从而可得

犮＝±
犽槡ν（α犿＋α－１）

犿＋槡 １
，

犪＝±
犽

ν（犿＋１槡 ）

烅

烄

烆
．

至此，求出了常数犪和犮，且发现波速

犮与犿，α有关．将方程
ｄ狌
ｄξ
＝犪狌－犪狌

犿＋１ 两端除以狌犿＋１ 得

　狌
－（犿＋１）ｄ狌

ｄξ
＝犪狌

－犿
－犪， （９）

令狕＝狌
－犿，则（９）式可写为

　
ｄ狕
ｄξ
＝－犿狌

－（犿＋１）ｄ狌
ｄξ
； （１０）

将（９）式两端乘以－犿，得

　－犿狌
－（１＋犿）ｄ狌

ｄξ
＝－犪犿狌

－犿
＋犪犿． （１１）

由方程（１０）和（１１）可得
ｄ狕
１－狕

＝犪犿ｄξ，将其两边积分得１－狕＝ｅ
－犪犿（ξ－ξ０

）（其中ξ０为积分常数），再把狕代

入该方程得

　狌
犿
＝

１

１－ｅ
－犪犿（ξ－ξ０

）． （１２）

利用双曲余切 ２

ｅ２狓－１
＝１－ｃｔｈ狓，（１２）式可写为

５０２
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　狌
犿
＝
１

２
［１±ｃｔｈ

１

２
（犿（ξ＋ξ０）

犽

ν（１＋犿槡 ）
）］． （１３）

当犿＝１时，（１３）式为连接鞍点（０，０）和（１，０）的异宿轨道，其结果和文献［８］中的结果一致．

３）为求得鞍点（０，０）和结点（α
１
犿，０）之间的异宿轨道，令

ｄ狌
ｄξ
＝犪狌（狌

犿
－α）．用同样的方法可得

　

犪＝±
犽

ν（犿＋１槡 ）
，

犮＝±
犽槡ν（α－１－犿）

犿＋槡 １

烅

烄

烆
．

（１４）

将方程ｄ狌
ｄξ
＝犪狌

犿＋１
－犪狌α，两端除以狌

犿＋１ 得

　狌
－（犿＋１）ｄ狌

ｄξ
＝犪－犪狌

－犿
α． （１５）

令狕＝狌
－犿，则有ｄ狕

ｄξ
＝－犿狌

－（犿＋１）ｄ狌
ｄξ
；再将方程（１５）两端乘以－犿，得－犿狌－

（１＋犿）ｄ狌
ｄξ
＝犪犿狌

－犿
α－犿犪，

从而得 ｄ狕
狕α－１

＝犿犪ｄξ．将上式两边积分得狕＝
ｅα
（犿犪＋犫０

）
＋１

α
（取积分常数犫０＝－ξ０），再把狕代入该方程得

狌犿＝
α

１＋ｅ
α（犿犪－ζ０

）．利用双曲正切函数的定义及（１４）式可得

　狌
犿
＝
α
２
［１±ｔｈ

α
２
（犿（ξ－ξ０）

犽

ν（１＋犿槡 ）
）］． （１６）

当犿＝１时，（１６）式和（８）式完全一致，即为连接鞍点（０，０）和结点（α，０）的异宿轨道．

４　 结论

本文利用试探函数法求出了当犿≥２时，方程（１）的平衡位置，得出了鞍点和鞍点、鞍点和结点之间

的异宿轨道，并且验证了当犿＝１时其结果和文献中的结果相一致；由此得出了一类囊括了许多著名的

物理方程（如Ｆｉｓｈｅｒ方程、ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｐｕｍｏ方程、Ｈｕｘｌｅｙ方程
［９］等）的行波解的通解．
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