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摘要：在可分希尔伯特空间犎 上研究了抽象随机发展方程ｄ犡狋＝犃（犡狋）ｄ狋－狏犡狋ｄ狋＋σ犡狋ｄ犖狋的长时间动力

行为，其中算子犃满足标准单调性条件和强迫性条件，σ＞０，犖狋是标准实值Ｗｉｅｎｅｒ过程．利用近似逼近方法

证明了上述方程的随机吸引子的存在性，此结果可应用于随机非线性反应扩散方程、随机狆拉普拉斯方程和

随机多孔介质方程等各类型的ＳＰＤＥ上．
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１　预备知识

１９９７年，Ｈ．Ｃｒａｕｅｌ等在文献［１］中建立了随机偏微分方程吸引子理论的基本框架，并给出了在某

些非线性偏微分方程中的应用．之后，很多学者开始研究随机偏微分方程吸引子的存在性并取得了一些

成果，然而这些结果仅适用于个别特殊的可加噪声或乘积噪声驱动的随机偏微分方程上，对于更一般的

随机过程驱动的大多数非线性随机偏微分方程而言，吸引子存在性理论还有待进一步研究．Ｂ．Ｇｅｓｓ等

在文献［２］中证明了一些一般的可加噪声驱动的随机偏微分方程吸引子的存在性．本文在文献［２］的基

础上，证明了被乘积噪声驱动的抽象随机发展方程的随机吸引子的存在性．

对任意有限区间 ［狊，犜］犚，本文所研究的抽象随机发展方程具有如下形式：

　
ｄ犡狋＝犃（犡狋）ｄ狋－狏犡狋ｄ狋＋σ犡狋ｄ犖狋，狋∈（狊，犜）；

犡狊＝狓∈犎
烅
烄

烆 ．
（１）
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其中犎 是一个可分希尔伯特空间，其内积用〈·，·〉犎 表示，犎 的对偶空间用犎
来表示，在Ｒｉｅｓｚ同构

犻∶犎 →犎
下这两个空间可视为相同（犎 ≡犎

）．同时，犞是一个自反巴拿赫空间，可连续、稠密地嵌入

到犎 中：犞犎≡犎

犞

，其中犞表示犞的对偶空间，并用犞〈·，·〉犞 表示犞与犞
之间的对偶运算．

犃∶犞→犞
是满足下述条件的可测算子，即存在常数α＞１和δ，犮１，犮２，犮３，犓＞０，对于 狏，狏１，狏２∈犞，

满足：

（Ｈ１）（半连续性）映射狊!犞
〈犃（狏１＋狊狏２），狏〉犞 为连续映射；

（Ｈ２）（单调性）２犞〈犃（狏１）－犃（狏２），狏１－狏２〉犞 ≤犮１‖狏１－狏２‖
２

犎
；

（Ｈ３）（强迫性）２犞〈犃（狏），狏〉犞 ＋δ‖狏‖
α

犞 ≤犮２＋犓‖狏‖
２

犎
；

（Ｈ４）（增长性）‖犃（狏）‖犞 ≤犮３（１＋‖狏‖
α－１

犞
）．

（Ω，犐，犐狋，犘）表示一个滤子化的概率空间，（犖狋）狋∈犚 是一个标准实值 Ｗｉｅｎｅｒ过程．令（（Ω，犐，犘），
（θ狋）狋∈犚）是一个度量动力系统，即（狋，ω）!θ狋（ω）是犅（犚）犐／犐可测，θ０＝犻犱，θ狋＋狊＝θ狋θ狊，且θ狋保持

犘测度不变，（犖狋）狋∈犚 满足如下条件：

（Ｓ１）（严格平稳增长性）对 狋，狊∈犚，ω∈Ω，有犖狋（ω）－犖狊（ω）＝犖狋－狊（θ狊（ω））－犖０（θ狊（ω））；

（Ｓ２）（正规性）任意ω∈Ω，犖（ω）∈犔
α
犾狅犮（犚；犚），其中α是（Ｈ３）中的常数；

（Ｓ３）（可测性）犖∶犚×Ω!犚是关于σ代数犅（犚）犐／犅（犚）可测的；
（Ｓ４）对犘ａ．ｓ．，ω∈Ω，当 狋 → ∞ 时，犖狋（ω）是次线性增长，即 犖狋（ω）＝狅（狋）．

２　 结果及其证明

首先，给出方程（１）的温和解、随机动力系统和随机流等基本概念，有关随机动力系统的内容可参

见文献［１］和文献［３］．

定义１　犐狋适应的犞 值过程 犡｛ ｝狋 狋∈ 狊，［ ］犜 ，如果对（Ｈ３）中的α和几乎所有的ω ∈Ω，有犡（ω）∈

犔
α（狊，［ ］犜 ；犞）∩ 犔

２（狊，［ ］犜 ；犎），且对 狋∈ 狊，［ ］犜 满足犡狋（ω）＝狓＋∫
狋

狊
犃（犡狉（ω））－狏犡［ ］狉 ｄ狉＋

∫
狋

狊
σ犡狉（ω）ｄ犖狉（ω），则称 犡｛ ｝狋 狋∈ 狊，［ ］犜 为方程（１）的一个温和解．

定义２　设（犎，犱）是一个完备可分度量空间．（ｉ）一个关于度量动力系统θ狋的随机动力系统（ＲＤＳ）

是一个可测映射φ：（φ∶犚＋×犎×Ω→犎；（狋，狓，ω）!φ（狋，ω）狓），使得φ（０，ω）＝犻犱犎，并且φ（狋＋狊，ω）＝φ（狋，

θ狊ω）φ（狊，ω），其中狋，狊∈犚
＋，ω∈Ω．若对 狋∈犚

＋，ω∈Ω，狓!φ（狋，ω）狓是连续的，则称φ为连续随

机动力系统．（ｉｉ）如果对任意－∞＜狊≤狋＜∞和几乎所有的ω∈Ω狋，一个映射族犛（狋，狊；ω）∶犎 →犎；

（狋，狊，ω，狓）!犛（狋，狊；ω）狓关于σ代数犅（犚）犅（犚）犐犅（犎）／犅（犎）可测，并满足犛（狋，狉；ω）犛（狉，狊；

ω）狓＝犛（狋，狊；ω）狓和犛（狋，狊；ω）狓＝犛（狋－狊，０；θ狊ω）狓，则称犛为关于度量动力系统θ的一个随机流．若对

任意－∞ ＜狊≤狋＜ ∞，ω∈Ω，狓!犛（狋，狊；ω）狓是连续的，则称犛为连续随机流．

为了给出与方程（１）相关联的随机动力系统，本文引进随机过程犕（狋）＝ｅ－σ
犖（狋）．利用Ｉｔ^ｏ公式可以证

明，犕（狋）满足微分方程ｄ犕（狋）＝（
１

２
σ
２）犕（狋）ｄ狋－σ犕（狋）ｄ犖（狋）．令犣狋＝犡狋犕（狋），则犣狋满足微分方程

　ｄ犣狋＝犕（狋）犃（犕 （狋）
－１犣狋）ｄ狋＋（

１

２
σ
２
－狏）犣狋ｄ狋． （２）

利用方程（２）的解定义随机流φ与随机动力系统

　犛（狋，狊；ω）犣（狊）＝犣（狋）， （３）

则由平稳增长性可以得出犛（狋，狊；ω）狓＝犛（狋－狊，０；θ０（ω））狓．如果定义φ∶犚
＋
×犎×Ω→犎 为

　φ（狋，ω）狓＝犛（狋，０；ω）狓， （４）

００２
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则由文献［４］中的定理４．２．４可推得方程（１）存在唯一犐狋适应的解，因而得到如下定理．
定理１　假设条件（Ｈ１）—（Ｈ４）成立，并且任意一个随机过程犖狋满足条件（Ｓ１）—（Ｓ３），则（３）式中

定义的映射族犛（狋，狊；ω）是与方程（１）相关联的连续随机流，因而由（４）式定义的映射族φ是与方程（１）

相关联的连续随机动力系统．

定义３　（ｉ）一个（闭）集值映射犓∶Ω→２
犎，如果对 狓∈犎，映射ω!犱（狓，犓（ω））是可测的，则

称犓 是可测的，其中对非空集犃，犅∈２
犎，规定犱（犃，犅）＝ｓｕｐｉｎｆ

狓∈犃　狔∈犅
犱（狓，狔），犱（狓，犅）＝犱（｛｝狓 ，犅）．一个

（闭）可测的集值映射犓 也叫做一个（闭）随机集．

（ｉｉ）令犃，犅为犎 的两个随机集．如果犘ａ．ｓ．存在一个吸收时间狋犅（ω）＞０，对任意狋≥狋犅（ω）有φ（狋，

θ－狋ω）犅（θ－狋ω）犃（ω），则称随机集犃吸收随机集犅；称犃吸收犅，如果犱（φ（狋，θ－狋ω）犅（θ－狋ω），犃（ω））

→
狋→∞
０，犘ａ．ｓ．．

（ｉｉｉ）一个随机集合犃的Ω极限集定义为Ω犃（ω）＝Ω（犃，ω）＝∩
犜≥０
∪
狋≥犜
φ（狋，θ－狋（ω））犃（θ－狋（ω））．

定义４　如果犎的一个随机集犃在犘测度意义下对几乎所有的ω∈Ω满足下述条件，则称犃为随

机动力系统φ的随机吸引子：

（ｉ）犃是φ 不变集，即φ（狋，ω）犃（ω）＝犃（θ狋ω），狋＞０；

（ｉｉ）犃吸引所有确定型有界集犅 犎．

下面给出一个随机动力系统存在随机吸引子的判别方法．

定理２
［３］
　令φ是犎 的一个随机动力系统．假设存在一个紧随机集犓，吸收每一个确定型有界集合

犅犎，则随机动力系统φ存在唯一的一个随机吸引子犃（ω）＝ ∪
犅犎，犅有界

Ω犅（ω）．

运用上述定理拟证明一个随机动力系统的随机吸引子的存在性，需要证明存在一个紧吸收集，为此

需要如下附加条件：

（Ｈ５）假设存在犎 的子空间（犢，· 犢），使得嵌入犞犢是连续的，犢犎 是紧的，并存在犎 的正

定自伴算子序列 犜｛ ｝狀
∞
狀＝１，使得〈狓，狔〉狀＝〈狓，犜狀狔〉犎，狓，狔∈犎 在犎 上定义一个新的内积序列，它们诱

导出的范数 · 狀 等价于 · 犎，对 狓∈犢有‖狓‖狀 →
狀→∞
‖狓‖犢．另外，还假设犜狀∶犞→犞是连续的，并

且存在一个常数犮４ ＞０，使得

　２〈犃（狏），犜狀狏〉≤犮４（‖狏‖
２
狀＋１），狏∈犞． （５）

定理３　 假设条件（Ｈ１）—（Ｈ５）成立，犖狋为实值标准 Ｗｉｅｎｅｒ过程，并且狏＞
１

２
（犓＋σ

２），则与微

分方程（１）相关联的随机动力系统φ存在唯一的一个紧随机吸引子．

证明　根据定理２，只需证明存在整体随机紧吸收集犓即可．本文中选取犓（ω）＝犅犢（０，狉（ω））
犎

，这

里犅犢（０，狉（ω））表示球心为０、半径为狉（依赖于ω）的在犢中的开球．由于犢犎是一个紧嵌入，犓在犎

中是一个紧的随机集，再由φ（狋，ω）＝犛（狋，０；ω）＝犛（０，－狋；θ－狋（ω））可知，对任意有界集犅犎 和ω ∈

Ω，仅需证明犛（０，－狋；ω）犅在犢中的有界性即可．为了在犎上能够运用Ｉｔ^ｏ公式，我们将考虑范数 · 狀．

首先证明当狋＝－１时，随机动力系统φ在犎 上存在一个随机吸收集．

引理１　 假设定理３的条件成立，则存在随机半径狉１（ω）＞０，对所有ρ＞０，存在珋狊≤－１．对

犘ａ．ｓ．，ω∈Ω，狓∈犎，当 ‖狓‖犎 ≤ρ时，‖犣（－１，狊；ω）狓‖
２

犎 ≤狉
２
１（ω），狊≤珋狊．

证明 　 对方程（２）两端用狕狋在犎 中做内积，再由算子犃的强迫性得到

　
ｄ

ｄ狋
‖犣狋‖

２

犎 ＝２犕 （狋）
２
犞
〈犃（犕 （狋）－１犣狋），犕 （狋）

－１犣狋〉犞 ＋（σ
２
－２狏）‖犣狋‖

２

犎 ≤

　　２犕 （狋）
２犮２＋（犓＋σ

２
－２狏）‖犣狋‖

２

犎 －δ（犕 （狋）
２－α
‖犣狋‖

α

犞
）． （６）

根据Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，当狊≤－１时有

１０２
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　‖犣－１‖
２

犎 ≤ｅ
λ（１＋狊）

‖犣狊‖
２

犎 ＋∫
－１

狊
２犕 （狉）２犮２ｅ

λ（１＋狉）ｄ狉， （７）

其中λ＝２狏－犓－σ
２．结合（Ｓ４）和假设条件２狏－犓－σ

２
＞０，当狋→－∞ 时，（７）式右端第二项有界．

对ω∈Ω定义狉
２
１（ω）＝２＋∫

－１

－∞
２犮２犕 （狉）

２ｅλ
（１＋狉）ｄ狉，则由犖 的可测性（Ｓ３）可知，如果选取珋狊＜－１，使得

ｅ－λ
（－１－狊）

ρ
２
≤１，则引理１结果成立．

引理 ２　 在定理 ３ 的假设条件下，不等式∫
０

－１
δ（犕 （狉）２－α‖犣狉‖

α

犞ｅ
λ狉）ｄ狉 ≤ ‖犣－１‖

２

犎ｅ
－λ
＋

∫
０

－１
２犮２犕 （狉）

２ｅλ狉ｄ狉成立．

证明 　 对不等式（６）两端同乘ｅλ
狋，并在［－１，０］区间上求积分，则引理２结论得证．

引理３
［５］
　若Ｈ（４）中的算子犜狀∶犞→犞是连续的，则映射犻狀犻

－１
∶犎


→犎


狀 也是关于范数 · 犞



连续的；因而存在唯一犻狀犻
－１ 在犞上的扩张犐狀，使得犞〈犐狀狌，狏〉犞 ＝犞

〈狌，犜狀狏〉犞，狌∈犞
，狏∈犞．

引理４　 若定理３的假设条件成立，则存在一个随机半径狉２（ω）＞０，使得对所有ρ＞０，存在珋狊≤

－１，对犘ａ．ｓ．，ω∈Ω和 狓∈犎，当 ‖狓‖犎 ≤ρ时，有 ‖犣（０，狊；ω）狓‖
２

犢 ≤狉
２
２（ω），狊≤珋狊．

证明 　 利用算子犐狀∶犞

→犎


狀 ，在犎


狀 中构造如下微分方程：

　
ｄ

ｄ狋
犣狋＝犐狀犕（狋）犃（犕 （狋）

－１犣狋）＋（
１

２
σ
２
－狏）犣狋． （８）

考虑到Ｇｅｌｆａｎｄ三元组犞犎狀≡犎

狀 犞

，并由文献［４］中的定理４．２．４可知，方程（８）是适定的．利

用引理３、（５）式和条件（Ｈ４），再由方程（８）可以得到
ｄ

ｄ狋
‖犣狋‖

２
狀 ＝２犞〈犐狀犕（狋）犃（犕 （狋）

－１犣狋）＋（σ
２
－

２狏）犣狋，犣狋〉犞 ≤（犮４＋σ
２
－２狏）‖犣狋‖

２
狀＋犮４犕（狋）．利用Ｇｒｏｗａｌｌ引理，从上式得到‖犣０‖

２
狀≤ｅ

珔λ狊
‖犣狊‖

２
狀＋

犮４∫
０

狊
犕 （狋）２ｅ

珔λ狉ｄ狉，狊≤０，其中珔λ＝２狏－σ
２
－犮４．对上式在［－１，０］上关于狊求积分，得到 ‖犣０‖

２
狀 ≤

∫
０

－１
ｅ
珔λ狊
‖犣狊‖

２
狀ｄ狊＋犮４∫

０

－１
犕（狋）２ｅ

珔λ狊ｄ狊．对上式两端取极限，并考虑到犞犢是连续的，因此存在正常数犮５，

使得 · 犢 ≤犮５ · 犞．另外，在［－１，０］上有珔λ狊≤ 珔λ ＋λ＋λ狊，从而得到

　‖犣０‖
２

犢 ≤犮５ｅ
珔λ ＋λ

∫
０

－１
ｅλ狊‖犣狊‖

２

犞ｄ狊＋犮４ｅ
珔λ ＋λ

∫
０

－１
犕（狋）２ｅλ狊ｄ狊． （９）

存在正常数犮６，使得∫
０

－１
ｅλ狊‖犣狊‖

２

犞ｄ狊≤犮６∫
０

－１
犕（狊）２－αｅλ狊‖犣狊‖

α

犞ｄ狊＋犮６∫
０

－∞
犕（狊）α－２ｅλ狊ｄ狊．利用此不等式

和引理２，可从不等式（９）得到存在正常数犮７＞０，使得‖犣０‖
２

犢 ≤犮７‖犣－１‖
２

犎＋犮７．从而，利用引理１可

得到引理４的证明．

由引理４和定理２的结果可知，与方程（１）相关联的随机动力系统φ存在唯一的一个紧随机吸引子．

注 　 此结论同样可适用于拟线性抛物型偏微分方程、广义多孔介质方程等．
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