
第４０卷 第３期

２０１４年９月
延边大学学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＹａｎｂｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）
Ｖｏｌ．４０Ｎｏ．３
Ｓｅｐ．２０１４

收稿日期：２０１４ ０６ ０３

通信作者：朴光日（１９６８—），男，博士，副教授，研究方向为计算数学．

文章编号：１００４４３５３（２０１４）０３０１９４０５

基于三次犅样条有限元法的犅犅犕犅方程数值解
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摘要：对空间和时间坐标分别采用三次Ｂ样条有限法和ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法求得非线性ＢＢＭＢ方程的数

值解，应用ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ稳定性理论证明了此方法的无条件稳定性，并且通过两个例子验证了该方法的有

效性与可行性．
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狌狋－狌狓狓狋－α狌狓狓 ＋β狌狓＋狌狌狓＝犳，狓∈ ［０，犔］，狋∈ ［０，犜］，

狌（０，狋）＝狌（犔，狋）＝０，狋∈ ［０，犜］，

狌（狓，０）＝狌０（狓），狓∈ ［０，犔

烅

烄

烆 ］，

（１）

表示的是小振幅长波在非线性色散介质中的传播［１］，其中α＞０，β是任意常数，犳是一个外力．在物理学

中，系统（１）的色散效应与方程ＢｅｎｊａｍｉｎＢｏｎａＭａｈｏｎｙ（ＢＢＭ）相似，其损耗效应与Ｂｕｒｇｅｒｓ方程相似，

并且ＢＢＭＢ方程是 ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓＢｕｒｇｅｒｓ（ＫｄＶＢ）方程的另一种形式
［２］．文献［３６］、［７９］和

［１０１１］分别采用有限元、有限差分和Ａｄｏｍａｉｎ分解方法研究了该方程的数值解；文献［１２１３］应用二

次Ｂ样条有限元法求解了Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的数值解；文献［１４］采用三次Ｂ样条配置法求解了ＢＢＭＢ方程

的数值解．本文应用三次Ｂ样条有限元法先把 ＢＢＭＢ方程转化为非线性常微分方程，然后利用

ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法进行时间离散化，从而得到了全离散化的代数方程．

１　 数值格式

在整个空间域中，标准的拉格朗日有限元基函数只能提供简单的犆０连续，因而不适合应用于高阶
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微分方程的离散化，比如三阶或四阶微分方程；但由于Ｂ样条基函数至少满足犆１连续，因此可用于求

解高阶微分方程的近似解．

根据变分方法可将系统（１）转化为弱形式：

　∫
犔

０
狌狋狏ｄ狓＋∫

犔

０
狌狓狋狏′ｄ狓＋α∫

犔

０
狌狓狏′ｄ狓＋β∫

犔

０
狌狓狏ｄ狓＋∫

犔

０
狌狌狓狏ｄ狓＝∫

犔

０
犳狏ｄ狓，狏∈犎

１
０（０，犔），

狌（０，狓）＝狌０（狓），狓∈ ［０，犔

烅

烄

烆 ］，

（２）

其中犎１
０＝ φ∈犎

１（０，犔）：φ 狓＝０＝φ 狓＝犔＝｛ ｝０ ，犎１（０，犔）＝ φ∈犔
２（０，犔）：φ

狓
∈犔

２（０，犔｛ ｝） ．将区间
［０，犔］等分为犖 个子区间，区间步长犺＝狓犻＋１－狓犻，其中狓犻（犻＝０，１，…，犖）为结点，即０＝狓０ ＜狓１ ＜

狓２ ＜… ＜狓犖－１ ＜狓犖 ＝犔．设狌
犺
∈犞

犺（协调有限元子空间，且犞犺 犎
１（０，犔）），则狌的近似解可写成

　狌
犺（狓，狋）＝

犖－１

犻＝ －３

α犻（狋）犅犻（狓）， （３）

其中α犻（狋）是待定系数，犅犻（狓）是三次Ｂ样条有限元基函数．在区间［０，犔］上定义犅犻（狓）为

　犅犻（狓）＝
１

６犺３

（狓－狓犻）
３，狓∈ ［狓犻，狓犻＋１），

犺３＋３犺
２（狓－狓犻＋１）

２
＋３犺（狓－狓犻＋１）－３（狓－狓犻＋１），狓∈ ［狓犻＋１，狓犻＋２），

犺３＋３犺
２（狓犻＋３－狓）

２
＋３犺（狓犻＋３－狓）－３（狓犻＋３－狓），狓∈ ［狓犻＋２，狓犻＋３），

（狓犻＋４－狓）
３，狓∈ ［狓犻＋３，狓犻＋４），

０，其他

烅

烄

烆 ，

其中犻＝－１，０，１，…，犖．表１为各结点处犅犻，犅犻′，犅犻″的值．

表１　 基函数及其一阶、二阶导数在各结点的值

狓 狓犻 狓犻＋１ 狓犻＋２ 狓犻＋３ 狓犻＋４

犅犻（狓） ０ １／６ ４／６ １／６ ０

犅犻′（狓） ０ １／２犺 ０ －１／２犺 ０

犅犻″（狓） ０ １／犺２ －２／犺２ １／犺２ ０

将（３）式代入（２）式得：当犞犺 犎
１（０，犔），犞犺０ 犞

犺
∩犎

１
０（０，犔）时，满足系统

　

∫
犔

０
狌犺狋狏

犺ｄ狓＋∫
犔

０
狌犺狓狋（狏

犺）′ｄ狓＋α∫
犔

０
狌犺狓（狏

犺）′ｄ狓＋β∫
犔

０
狌犺狓狏

犺ｄ狓＋∫
犔

０
狌犺狌犺狓狏

犺ｄ狓＝

　　　∫
犔

０
犳狏

犺ｄ狓，狏犺 ∈犞
犺
０（０，犔），

狌犺（０，狓）＝狌
犺
０（狓），狓∈ ［０，犔

烅

烄

烆 ］

（４）

的狌犺（狋，·）∈犞
犺
０，其中狌

犺
０（狓）∈犞

犺
０．若简记狌犻＝狌

犺（狓犻，狋），由（３）式和表１可得到在结点的狌
犺（狓犻，狋）和

其一阶、二阶导数与α犻的如下关系：

　

狌犻＝α犻－１＋４α犻＋α犻＋１，

狌犻′＝３（α犻＋１－α犻－１）／犺，

狌犻″＝６（α犻－１－２α犻＋α犻＋１）／犺
２

烅

烄

烆 ，

（５）

根据（１）式中的边界条件和（５）式可得
α－１＝α１，α０＝－α１／２，

α犖＋１＝α犖－１，α犖 ＝－α犖－１／２
烅
烄

烆 ，
将该式代入（３）式得

　狌
犺（狓，狋）＝

犖－１

犻＝１

α犻（狋）犅
～

犻（狓）， （６）

５９１
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其中

犅
～

１（狓）＝［２犅－１（狓）－犅０（狓）＋２犅１（狓）］／２，

犅
～

犻（狓）＝犅犻（狓），

犅
～

犖－１（狓）＝［２犅犖－１（狓）－犅犖（狓）＋２犅犖＋１（狓）］／２，犻＝２，…，犖－２

烅

烄

烆 ．

根据Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，在（４）式中取加权函数狏犺犻（狓）＝犅
～

犻（狓），犻＝１，２，…，犖－１，然后将（６）式代入得

　


犖－１

犻＝１

（∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓）
ｄα犻（狋）

ｄ狋
＋

犖－１

犻＝１

（∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓）
ｄα犻（狋）

ｄ狋
＋狏

犖－１

犻＝１

（∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓）α犻（狋）＋

　　　γ
犖－１

犻＝１

（∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓）α犻（狋）＋
犖－１

犻＝１

犖－１

犽＝１

（∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犽犅
～

犼ｄ狓）α犻（狋）α犽（狋）＝∫
犔

０
犳犅
～

犼ｄ狓，


犖－１

犻＝１

（∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓）α犻（０）＝∫
犔

０
狌０（狓）犅

～

犼ｄ狓，犼＝１，２，…，犖－１

烅

烄

烆
．

（７）

将（７）式转化为矩阵形式后得

　
（犕＋犛）

ｄα
ｄ狋
＋（狏犛＋γ犆）α＋α

Ｔ犘α＝犳，

犕α
０
＝狌

０

烅

烄

烆 ，

（８）

其中α＝（α１，α２，…，α犖－１）
Ｔ，α

０
＝（α

０
１，α

０
２，…，α

０
犖－１）

Ｔ，犕，犛，犆是（犖－１）×（犖－１）阶矩阵，犘是（犖－

１）×（犖－１）×（犖－１）阶张量矩阵，犳，狌
０是向量，具体形式为犕犻犼＝∫

犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓，犛犻犼＝∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓，犆犻犼＝

∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犼ｄ狓，犘犻犼犽＝∫
犔

０
犅
～

犻犅
～

犽犅
～

犼ｄ狓，犳犼＝∫
犔

０
犳犅
～

犼ｄ狓，狌
０
犼＝∫

犔

０
狌０（狓）犅

～

犼ｄ狓，犻，犼，犽＝１，２，…，犖－１．（８）式是由

具有犖－１个未知量的犖－１个非线性常微分方程构成的系统．为了叙述方便，定义（犖－１）×（犖－１）

阶矩阵犌犻犼犽＝
犖－１

犽＝１

犘犻犼犽α犽，则每个矩阵犕，犛，犆，犌的第犻行具有如下数值形式：

犕∶（犺／１４０）（１，１２０，１１９１，２４１６，１１９１，１２０，１），

犛∶（－１／１０犺）（３，７２，４５，－２４０，４５，７２，３），

犆∶（１／１００）（５，２８０，１２２５，０，－１２２５，－２８０，－５），

犌∶（１／８４０）（－（５，１０８，１２９，１０，０，０，０）α，－（２１，１９４４，８１３０，３８８８，１２９，０，０）α，

　－（－２１，０，１７８４１，３５６８２，８１３０，１０８，０）α，（５，１９４４，１７８４１，０，－１７８４１，－１９４４，－５）α，

　（０，１０８，８１３０，３５６８２，１７８４１，０，－２１）α，（０，０，１２９，３８８８，８１３０，１９４４，２１）α，

　（０，０，０，１０，１２９，１０８，５）α

烅

烄

烆 ），

（９）

其中α＝（α犻－３，α犻－２，α犻－１，α犻，α犻＋１，α犻＋２，α犻＋３）
Ｔ．矩阵犕，犛是对称阵，矩阵犆是斜对称阵，矩阵犌具有更复杂

结构．将（９）式应用于稳定性分析，根据ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法，令狋＝（狀＋１／２）Δ狋，且写成α＝
１

２
（α
狀
＋

α
狀＋１），ｄα

ｄ狋
＝
１

Δ狋
（α
狀＋１
－α

狀），其中α
狀 是时刻狀Δ狋的参变量，Δ狋是时间步长，则（８）式可写为

　［犕＋（犐＋
狏Δ狋
２
）犛＋

γΔ狋
２
犆＋

Δ狋
２
犌］α

狀＋１
＝［犕＋（犐－

狏Δ狋
２
）犛－

γΔ狋
２
犆－

Δ狋
２
犌］α

狀． （１０）

犕，犛，犆是常数矩阵，由于矩阵犌依赖于时间，因此其每一步骤都需要重新计算．向量α
狀的时间演化

确定近似解狌犺（狓，狋）的时间演化，当已知初始向量α
０ 的情况下，此演化过程是通过反复计算系统（１０）

来完成的，其具体过程如下：

１）时间狋＝０时，首先，根据已知初始向量α
０得到近似的犌，并由（１０）式计算近似的α

１．然后，通过

α＝（１／２）（α
０
＋α

１）重新计算犌，接着由（１０）式再计算α
１．反复进行２０次左右的这种迭代可以得到比较

精确的α
１．
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２）时间狋＞０时，首先，通过α＝α
狀
＋（１／２）（α

狀
－α

狀－１）求得犌，并由（１０）式计算得到α
狀＋１的近似

值．然后，利用α＝（１／２）（α
狀
＋α

狀＋１）重新计算犌，接着由（１０）式再计算α
狀＋１．通过反复迭代１０次可以得

到精确的α
狀＋１．

２　 稳定性分析

根据典型的傅里叶模式的增长因子的ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ理论，定义

　α
狀
犼＝α

!狀犲犻犼犽犺， （１１）

其中犽是模型数，犺是区间步长．数值格式（１０）的稳定性取决于其线性化．在非线性项狌狌狓 中，假设狌是

局部常数，则其等价于假设对应的值α犼也是常数并等于犱；因此，格式（１０）相应的线性递推关系式可由

下式给出：

　犽１α
狀＋１
犼－３＋犽２α

狀＋１
犼－２＋犽３α

狀＋１
犼－１＋犽４α

狀＋１
犼 ＋犽５α

狀＋１
犼＋１＋犽６α

狀＋１
犼＋２＋犽７α

狀＋１
犼＋３＝

　　犾１α
狀
犼－３＋犾２α

狀
犼－２＋犾３α

狀
犼－１＋犾４α

狀
犼＋犾５α

狀
犼＋１＋犾６α

狀
犼＋２＋犾７α

狀
犼＋３， （１２）

其中：犽１＝狉１－３狉２－３狉３＋狉４－３狉５，犽２＝１２０狉１－７２狉２－７２狉３＋５６狉４－１６８狉５，犽３＝１１９１狉１－４５狉２－

４５狉３＋２４５狉３－７３５狉５，犽４＝２４１６狉１＋２４０狉２＋２４０狉３，犽５＝１１９１狉１－４５狉２－４５狉３－２４５狉３＋７３５狉５，犽６＝

１２０狉１－７２狉２－７２狉３－５６狉４＋１６８狉５，犽７＝狉１－３狉２－３狉３－狉４＋３狉５；犾１＝狉１－３狉２＋３狉３－狉４＋３狉５，犾２＝

１２０狉１－７２狉２＋７２狉３－５６狉４＋１６８狉５，犾３＝１１９１狉１－４５狉２＋４５狉３－２４５狉３＋７３５狉５，犾４＝２４１６狉１＋２４０狉２－

２４０狉３，犾５＝１１９１狉１－４５狉２＋４５狉３＋２４５狉３－７３５狉５，犾６＝１２０狉１－７２狉２＋７２狉３＋５６狉４－１６８狉５，犾７＝狉１－

３狉２＋３狉３＋狉４－３狉５；狉１＝
犺
１４０
，狉２＝

１

１０犺
，狉３＝

狏Δ狋
２０犺

，狉４＝
γΔ狋
４０
，狉５＝

Δ狋犮
２０
．将（１１）式代入（１２）式得

　（犪＋犫＋ｉ犮）α
!狀＋１
＝（犪－犫－ｉ犮）α

!狀， （１３）

其中：犪＝（狉１－３狉２）ｃｏｓ３犽犺＋（１２０狉１－７２狉２）ｃｏｓ２犽犺＋（１１９１狉１－４５狉２）ｃｏｓ犽犺＋１２０８狉１＋１２０狉２，犫＝

－３狉３ｃｏｓ３犽犺－７２狉３ｃｏｓ２犽犺－４５狉３ｃｏｓ犽犺＋１２０狉３，犮＝（３狉５－狉４）ｓｉｎ３犽犺＋（１６８狉５－５６狉４）ｓｉｎ２犽犺＋

（７３５狉５－２４５狉４）ｓｉｎ犽犺．令α
狀＋１
＝犵α

狀，将其代入（１３）式得犵＝
犪－犫－ｉ犮
犪＋犫＋ｉ犮

，这里犵是傅里叶模型的增长因

子，其大小为 犵 ＝ 犵珚槡犵 ＝
（犪－犫）

２
＋犮

２

（犪＋犫）
２
＋犮槡 ２ ＜１．因此，线性化的数值格式（１０）是无条件稳定的．

３　 数值验证

为了验证本文算法的有效性和精确性，考虑如下两种情况．

例１　 给定参数α＝１，β＝１，初始条件为狌０（狓）＝４狓（１－狓）ｓｉｎπ狓，Δ狋＝０．０５，在不同时间段、结

点和区间步长的条件下，观察ＢＢＭＢ方程的数值解．

解 　 例１结果见表２．

表２　 不同时刻、区间步长条件下各结点的近似值

狓

近似值

狋＝２

犺＝１／１６
狋＝２

犺＝１／３２
狋＝２

犺＝１／６４
狋＝５

犺＝１／１６
狋＝５

犺＝１／３２
狋＝５

犺＝１／６４

０．１２５ ０．０１９６０１ ０．０１９４８２ ０．０１９４３３ ０．０００１９１ ０．０００１５０ ０．０００１３２

０．２５ ０．０７２６１９ ０．０７２６２４ ０．０７２６３１ ０．００２５２５ ０．００２４９９ ０．００２４８７

０．３７５ ０．１２８００４ ０．１２８１２９ ０．１２８１９０ ０．００５８７６ ０．００５８６６ ０．００５８６１

０．５ ０．１５６２８２ ０．１５６５２４ ０．１５６６４６ ０．００８５１７ ０．００８５２６ ０．００８５３１

０．６２５ ０．１４４６１８ ０．１４４９８８ ０．１４５１７１ ０．００９１７０ ０．００９２０３ ０．００９２１９

０．７５ ０．０９９２６１ ０．０９９７８７ ０．１０００３６ ０．００７４４１ ０．００７５０６ ０．００７５３６

０．８７５ ０．０４０４９０ ０．０４１２６１ ０．０４１６０１ ０．００３８２１ ０．００３９３５ ０．００３９８３
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例２　 初始条件为狌０（狓）＝
４狓（１－狓）

１＋ｅｘｐ（１＋０．２５狓
２）
，Δ狋＝０．０１，犺＝１／６４，观察不同的α，β值所对应

的ＢＢＭＢ方程的近似解．

解　图１和图２分别表示近似解在不同参数下的演化过程．

图１　α＝０．０００１，β＝２．５时犅犅犕犅方程的近似解 图２　α＝０．０１，β＝２５时犅犅犕犅方程的近似解

　　　通过例１和例２可知，本文提出的方法不仅适合求解ＢＢＭＢ方程的近似解，而且也适合于求解

其他方程的近似解．
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