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摘要：讨论了在模糊赋范空间下广义二次函数方程 （４－犽）犳（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）＝４
犽

犻＝１

犳（狓犻），

犽≥３的 ＨｙｅｒｓＵｌａｍ函数方程稳定性，指出在满足适当条件下按照模糊范数逼近的广义二次函数方程一定

存在逼近的广义二次映射，从而拓宽了函数方程稳定性定理的研究领域．
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（４－犽）犳（
犽
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犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）＝４
犽

犻＝１

犳（狓犻），犽≥３ｉｎｔｈｅｆｕｚｚｙｎｏｒｍｅｄｓｐａｃｅｓ．Ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，

ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｕｎｄｅｒｓｏｍｅｓｕｉｔａｂｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｔｈａｔａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙｑｕａｄｒａｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｎｂｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄｂｙ

ａｑｕａｄｒａｔｉｃｍａｐｐｉｎｇｉｎａｆｕｚｚｙｓｅｎｓｅ．Ｔｈｕｓｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｆｉｅｌｄｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｅｘｔｅｎｄｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｆｕｚｚｙｎｏｒｍｅｄｓｐａｃｅｓ；ｇｅｎｅｒａｌｑｕａｄｒａｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎ；ＨｙｅｒｓＵｌａｍｓｔａｂｉｌｉｔｙ

０　引言

自从１９４０年Ｕｌａｍ
［１］提出函数方程稳定性问题以来，许多学者对该问题进行了研究并取得丰硕的

研究成果［２４］．近年来Ａ．Ｋ．Ｍｉｒｍｏｓｔａｆａｅｅ，Ｊ．Ｍ．Ｒａｓｓｉａｓ，Ｍ．Ｍｕｒｓａｌｅｅｎ等在模糊赋范空间上研究了函

数方程的稳定性，并取得了有意义的结果［５８］．２０１０年Ｍｏｈａｍｍａｄ
［９］讨论了广义二次函数方程在一般赋

范空间上的ＨｙｅｒｓＵｌａｍ稳定性，在此基础上本文进一步讨论了广义二次函数方程在模糊赋范空间上

的ＨｙｅｒｓＵｌａｍ稳定性．

首先给出模糊范数空间上的一些基本概念［１０］．

定义１　设犡是实线性空间，若函数犖∶犡×犚→［０，１］满足条件 狓，狓′∈犡，狋，狋′∈犚，有：

（Ｎ１）狋≤０，犖（狓，狋）＝０；
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（Ｎ２）狋＞０，狓＝０ 犖（狓，狋）＝１；

（Ｎ３）当犮≠０时，犖（犮狓，狋）＝犖（狓，
狋

狘犮狘
）；

（Ｎ４）犖（狓＋狓′，狋＋狋′）≥ ｍｉｎ｛犖（狓，狋），犖（狓′，狋′）｝；

（Ｎ５）犖（狓，狋）关于狋非减，ｌｉｍ
狋→∞
犖（狓，狋）＝１．

则称函数犖 为犡 上的模糊范数，（犡，犖）称为模糊赋范线性空间．

定义２　设（犡，犖）是模糊赋范线性空间，序列｛狓狀｝犡．若狓∈犡，狋＞０，有ｌｉｍ
狀→∞
犖（狓狀－狓，狋）＝１，

则称｛狓狀｝在（犡，犖）上收敛，且狓是｛狓狀｝关于犖（犡，狋）的极限，记犖－ｌｉｍ狓狀＝狓．

定义３　设（犡，犖）是模糊赋范线性空间，｛狓狀｝犡．若ε＞０，狋＞０，犖∈犖，使得狀≥犖，

狆＞０，有犖（狓狀＋狆－狓狀，狋）＞１－ε，则称｛狓狀｝为（犡，犖）中的Ｃａｕｃｈｙ列．

显然，模糊赋范空间上的所有的收敛列都是Ｃａｕｃｈｙ列．若模糊赋范空间上的每个Ｃａｕｃｈｙ列都是收

敛的，则称这个模糊赋范空间是完备的，完备的模糊赋范空间称为模糊Ｂａｎａｃｈ空间．

设犡，犢 是向量空间，函数犳∶犡→犢，犽≥３．定义

　犇犳（狓１，…，狓犽）＝（４－犽）犳（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犳（狓犻），

其中狓犻∈犡，犻＝１，…，犽．显然犳（狓）＝狓
２ 满足

　犇犳（狓１，…，狓犽）＝０， （１）

所以称函数方程（１）为广义二次函数方程，满足广义二次函数方程的函数称为广义二次函数．

定理１
［９］
　 广义二次函数方程（１）等价于犳（狓＋狔）＋犳（狓－狔）＝２犳（狓）＋２犳（狔）．

下面分两个部分给出广义二次函数方程的非一致广义模糊ＨｙｅｒｓＵｌａｍ稳定性定理及一致广义模

糊 ＨｙｅｒｓＵｌａｍ稳定性定理．

１　 非一致广义模糊犎狔犲狉狊犝犾犪犿定理

定理２　 设犡是线性空间，（犢，犖）是模糊Ｂａｎａｃｈ空间，（犣，犖′）是模糊赋范空间，犽∈犖＼｛１，２｝，

α∈（１，＋∞）且α≠４，记犡×犡×…×
烐烏 烑

犡

犽

＝犡
犽，设函数φ∶犡

犽
→犣使得 狓１，…，狓犽∈犡，狀∈犖，

有φ（２
狀狓１，…，２

狀狓犽）＝α
狀

φ（狓１，…，狓犽）．若犳∶犡→犢 使得 狓１，狓２，…，狓犽 ∈犡，狋＞０，有

　犖 （４－犽）犳（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犳（狓犻），（ ）狋 ≥犖′（φ（狓１，…，狓犽），狋）， （２）

则存在唯一的二次映射犙∶犡→犢 满足方程（１）且

　犖（犙（狓）－犳（狓），狋）≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），２（４－α）狋），１＜α＜４， （３）

　犖（犙（狓）－犳（狓），狋）≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），２（α－４）狋），α＞４． （４）

证明 　情况（１）：当１＜α＜４时．对狀∈犖，φ（２
狀狓１，…，２

狀狓犽）＝α
狀

φ（狓１，…，狓犽）成立，取狓犻＝０，

１≤犻≤犽，得φ（０，０，…，０）＝α
犻

φ（０，０，…，０）＝α
狀

φ（０，０，…，０），所以

　φ（０，０，…，０）＝０． （５）

在（２）式中取狓犻＝０，１≤犻≤犽，再由（５）式得犖（４（１－犽）犳（０），狋）≥犖′（０，狋），所以由（Ｎ２）得

　犳（０）＝０． （６）

在（２）式中取狓１＝狓，狓２＝狓，狓犻＝０，３≤犻≤犽，再由（６）式得犖（２犳（２狓）－８犳（狓），狋）≥犖′（φ（狓，狓，

０，…，０），狋），所以由（Ｎ３）得

　犖
犳（２狓）

４
－犳（狓），（ ）狋 ≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），８狋）． （７）

将（７）式中狓换成２犻狓，再由（Ｎ３）得

０９１
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　犖
犳（２犻＋１狓）

２２
（犻＋１） －

犳（２犻狓）

２２犻
，狋
２２（ ）犻 ≥犖′φ（狓，狓，０，…，０），８α犻（ ）狋 ． （８）

在（８）式中将狋换成α
犻狋，再由（Ｎ４）得

　犖
犳（２狀狓）

２２狀
－犳（狓），

狀－１

犻＝０

α
犻

２２犻（ ）狋 ≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），８狋）． （９）

在（９）式中将狓换成２犿狓，再由（Ｎ３）得

　犖
犳（２狀＋犿狓）

２２
（狀＋犿） －

犳（２犿狓）

２２犿
，
狀＋犿－１

犻＝犿

α
犻

２２犻（ ）狋 ≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），８狋）． （１０）

在（１０）中令
狀＋犿－１

犻＝犿

（α
４
）犻＝犪犿狀，再将狋换成

１

犪犿狀
狋得

　犖
犳（２狀＋犿狓）

２２
（狀＋犿） －

犳（２犿狓）

２２犿
，（ ）狋 ≥犖′φ（狓，狓，０，…，０），

８

犪犿狀（ ）狋 ． （１１）

考虑ｌｉｍ
狊→∞
犖′（φ（狓，狓，０，…，０），狊）＝１，即 ε＞０，犜＞０，使得 狊＞犜，有犖′（φ（狓，狓，０，…，０），

狊）＞１－ε．因为级数（
α
４
）犻收敛，故 狀∈犖，狋＞０，犕 ∈犖，使得 犿＞犕，有

８

犪犿狀
狋＞犜．因此，由

（Ｎ５）和（１１）式得犖
犳（２狀＋犿狓）

２２
（狀＋犿） －

犳（２犿狓）

２２犿
，（ ）狋 ≥犖′φ（狓，狓，０，…，０），

８

犪犿狀（ ）狋 ＞１－ε，所以｛
犳（２狀狓）

２２狀
｝是

（犢，犖）中的Ｃａｕｃｈｙ列．又由（犢，犖）的完备性，犙∶犡→犢，狓∈犡，可定义犙（狓）＝∶犖－ｌｉｍ
狀→∞

犳（２狀狓）

２２狀
．

在（１１）式中固定狓∈犡，取犿＝０，则有犖
犳（２狀狓）

２２狀
－犳（狓），（ ）狋 ≥犖′φ（狓，狓，０，…，０），

８

犪０狀（ ）狋 ．令狀→∞，

ｌｉｍ
狀→∞
犪０狀＝

∞

犻＝０

（α
４
）犻＝

４

４－α
，则有犖（犙（狓）－犳（狓），狋）≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），２（４－α）狋），即得到（３）式．

在（２）式中将狓犻，狋分别用２
狀狓犻，２

２狀狋代替，可得

　犖 （４－犽）
１

２２狀
犳（２

狀


犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

１

２２狀
犳（２

狀（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼））－４
犽

犻＝１

犳（２狀狓犻）

２２狀
，（ ）狋 ≥

　　犖′φ（狓１，…，狓犽），
２２狀

α
狀（ ）狋 ． （１２）

因为ｌｉｍ
狀→∞

（４
α
）狀＝∞，所以由（Ｎ５），狋＞０有犖′φ（狓１，…，狓犽），ｌｉｍ

狀→∞

２２狀

α
狀（ ）狋 ＝１．在（１２）式中令狀→ ∞，得

犖 （４－犽）犙（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犙（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犙（狓犻），（ ）狋 ＝１，再由（Ｎ２）得

　（４－犽）犙（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犙（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犙（狓犻）＝０．

下证唯一性．假设存在另一个二次映射犙′∶犡→犢且满足（３）式，则狀∈犖，有犙（２
狀狓）＝２

２狀犙（狓），

犙′（２狀狓）＝２
２狀犙′（狓）．因此有

　犖（犙（狓）－犙′（狓），狋）＝犖
犙（２狀狓）

２２狀
－
犙′（２狀狓）

２２狀
，（ ）狋 ≥

　　ｍｉｎ犖
犙（２狀狓）

２２狀
－
犳（２狀狓）

２２狀
，狋（ ）２ ，犖

犳（２狀狓）

２２狀
－
犙′（２狀狓）

２２狀
，狋（ ）｛ ｝２

≥

　　犖′φ（２
狀狓，２狀狓，０，…，０），（４－α）２

２狀（ ）狋 ＝犖′φ（狓，狓，０，…，０），（４－α）（
４

α
）狀（ ）狋 ．

令狀→ ∞，则 狋＞０，可得犖（犙（狓）－犙′（狓），狋）＝１，因此犙（狓）＝犙′（狓）．

情况（２）：当α＞４时，在（７）式中用２
－狀狓 代替狓，则有

　犖
犳（２－狀＋１狓）

４
－犳（２

－狀狓），（ ）狋 ≥犖′（φ（２
－狀狓，２－狀狓，０，…，０），８狋）．

１９１
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同情况（１）的方法类似可得

　犖 ２
２狀
犳（
狓

２狀
）－犳（狓），

１

８
狀

犻＝１

（４
α
）犻（ ）狋 ≥犖′（φ（狓，狓，０，…，０），狋）． （１３）

由（１３）式易得｛２２狀犳（
狓

２狀
）｝是（犢，犖）中的Ｃａｕｃｈｙ列，故令犙（狓）＝∶犖－ｌｉｍ

狀→∞
２２狀犳（

狓

２狀
）．则类似于情况（１），

犙（狓）满足广义二次函数方程且满足不等式（４）．

２　 一致广义模糊犎狔犲狉狊犝犾犪犿定理

定理３　 设犡是线性空间，（犢，犖）是模糊Ｂａｎａｃｈ空间，函数φ∶犡
犽
→［０，＋∞）对所有的狓１，狓２，

…，狓犽 ∈犡，满足

　ψ（狓１，狓２，…，狓犽）＝
∞

狀＝０

φ（２
狀狓１，２

狀狓２，…，２
狀狓犽）

２２狀
＜ ∞． （１４）

若函数犳∶犡→犢 是关于函数φ 模糊范数一致逼近广义二次函数，即

　ｌｉｍ
狋→∞
犖 （４－犽）犳（

犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犳（狓犻），狋φ（狓１，狓２，…，狓犽（ ））＝１ （１５）

在犡犽 上一致成立，则 犝∶犡→犢 使得犝（狓）＝∶犖－ｌｉｍ
狀→∞

犳（２狀狓）

２２狀
为广义二次函数，并且若 δ＞０，

０＜α≤１，使得对所有的狓犻∈犡，１≤犻≤犽，有

　犖 （４－犽）犳（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犳（狓犻），δφ（狓１，狓２，…，狓犽（ ））≥α， （１６）

则对所有狓∈犡，有犖 犳（狓）－犝（狓），
１

８
δ（ψ（狓，狓，０，…）＋

２犽－５
２（犽－１）ψ

（０（ ），…）） ≥α．

证明 　 由（１５）式，ε＞０，犜＞０，狋≥犜，对所有的狓犻∈犡，１≤犻≤犽，有

　犖 （４－犽）犳（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犳（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犳（狓犻），狋φ（狓１，狓２，…，狓犽（ ）） ≥１－ε． （１７）

在（１７）式中取狓犻＝０，１≤犻≤犽，得

　犖（４（１－犽）犳（０），狋φ（０，…，０））≥１－ε． （１８）

在（１７）式中取狓１＝狓２＝狓，狓犻＝０，３≤犻≤犽，得

　犖（２犳（２狓）－８犳（狓）－２（２犽－５）犳（０），狋φ（狓，狓，０，…，０））≥１－ε． （１９）

由（１８）式和（１９）式，再结合（Ｎ４）得

　犖 ２犳（２狓）－８犳（狓），狋（φ（狓，狓，０，…，０）＋
２犽－５
２（犽－１）φ

（０，…，０（ ）））≥１－ε． （２０）

在（２０）式中将狓换成２狀狓，再结合（Ｎ４）得

　犖
犳（２狀狓）

２２狀
－犳（狓），

１

８
狋
狀－１

犻＝０

（１
２２犻φ

（２犻狓，２犻狓，０，…，０）＋
２犽－５
２（犽－１）

１

２２犻φ
（０，…，０（ ）））＝

　　犖 
狀－１

犻＝０

（犳
（２犻＋１狓）

２２
（犻＋１） －

犳（２犻狓）

２２犻
），１
８
狋
狀－１

犻＝０

（１
２２犻φ

（２犻狓，２犻狓，０，…，０）＋
２犽－５
２（犽－１）

１

２２犻φ
（０，…，０（ ）））≥

　　 ｍｉｎ
０≤犻≤狀－１

犖
犳（２犻＋１狓）

２２
（犻＋１） －

犳（２犻狓）

２２犻
，１
８
狋（
１

２２犻φ
（２犻狓，２犻狓，０，…，０）＋

２犽－５
２（犽－１）

１

２２犻φ
（０，…，０（ ）｛ ｝）） ≥

　　１－ε． （２１）

在（２１）式中取狋＝犜，狀＝狆，将狓换成２
狀狓，则对所有的整数狀≥０，狆＞０，有

　犖
犳（２狆＋狀狓）

２２狆＋２狀
－
犳（２狀狓）

２２狀
，１
８
犜
狀＋狆－１

犻＝狀

（１
２２犻φ

（２犻狓，２犻狓，０，…，０）＋
２犽－５
２（犽－１）

１

２２犻φ
（０，…，０（ ）））≥１－ε．

（２２）
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由（１４）式级数的收敛性知：δ＞０，狀０ ∈犖，狀≥狀０，狆∈犖，有
１

８
犜
狀＋狆－１

犻＝狀

（１
２２犻φ

（２犻狓，２犻狓，０，…，０）＋

２犽－５
２（犽－１）

１

２２犻φ
（０，…，０））＜δ，故由（２２）式及（Ｎ５）得犖

犳（２狆＋狀狓）

２２狆＋２狀
－
犳（２狀狓）

２２狀
，（ ）δ ≥１－ε．因此，｛

犳（２狀狓）

２２狀
｝

为（犢，犖）空间中的Ｃａｕｃｈｙ列，又因为（犢，犖）是模糊Ｂａｎａｃｈ空间，所以可以定义映射犝∶犡 →犢 使

得犝（狓）∶＝犖－ｌｉｍ
狀→∞

犳（２狀狓）

２２狀
，即 狋＞０，狓∈犡，ｌｉｍ

狀→∞
犖（犝（狓）－

犳（２狀狓）

２２狀
，狋）＝１．现给定狋＞０，因为

ｌｉｍ
狀→∞

φ（２
狀狓１，２

狀狓２，…，２
狀狓犽）

２２狀
＝０，故 狀１ ＞狀０，使得 狀≥狀１，有

　犜φ
（２狀狓１，２

狀狓２，…，２
狀狓犽）

２２狀
＜

狋
２犽＋２

． （２３）

因此有

　犖 （４－犽）犝（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犝（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犝（狓犻），（ ）狋 ≥

　　ｍｉｎ 犖 （４－犽）犝（
犽

犻＝１

狓犻）－（４－犽）
１

２２狀
犳（２

狀


犽

犻＝１

狓犻），
狋

２犽＋（ ）２｛ ，

　　犖 犝（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－
１

２２狀
犳（２

狀（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）），
狋

２犽＋（ ）２ ，１≤犼≤犽，

　　犖 ４犝（狓犻）－４
犳（２狀狓犻）

２２狀
， 狋
２犽＋（ ）２ ，１≤犻≤犽，

　　犖 （４－犽）
１

２２狀
犳（２

狀


犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

１

２２狀
犳（２

狀（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犳（２狀狓犻）

２２狀
， 狋
２犽＋（ ）｝２

．

令狀→∞，则不等式右边的前２犽＋１项趋于１，最后一项由（１７）式和（２３）式可知大于或等于１－ε．因此，

狋＞０，０＜ε＜１，有犖 （４－犽）犝（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犝（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犝（狓犻），（ ）狋 ≥１－ε，所以有

（４－犽）犝（
犽

犻＝１

狓犻）＋
犽

犼＝１

犝（（
犽

犻＝１，犻≠犼

狓犻）－狓犼）－４
犽

犻＝１

犝（狓犻）＝０．进一步，若δ＞０，α＞０，对所有的狓犻∈

犡，１≤犻≤犽，使得（１６）式成立，则类似于前面的方法，狀∈犖，有

　犖
犳（２狀狓）

２２狀
－犳（狓），

１

８
δ
狀－１

犻＝０

（１
２２犻φ

（２犻狓，２犻狓，０，…，０）＋
２犽－５
２（犽－１）

１

２２犻φ
（０，…，０（ ））） ≥α． （２４）

令狊＞０，ψ狀（狓１，狓２，…，狓犽）＝
狀－１

犻＝０

φ（２
犻狓１，２

犻狓２，…，２
犻狓犽）

２２犻
，则

　犖 犳（狓）－犝（狓），
１

８
δ（ψ狀（狓，狓，０，…）＋

２犽－５
２（犽－１）ψ

狀（０，…））＋（ ）狊 ≥

　　ｍｉｎ犖犳（狓）－
犳（２狀狓）

２２狀
，１
８
δ（ψ狀（狓，狓，０，…）＋

２犽－５
２（犽－１）ψ

狀（０（ ），…）），犖
犳（２狀狓）

２２狀
－犝（狓），（ ）｛ ｝狊 ．

令狀→ ∞，则由（２４）式及ｌｉｍ
狀→∞
犖
犳（２狀狓）

２２狀
－犝（狓），（ ）狊 ＝１可得

　犖 犳（狓）－犝（狓），
１

８
δ（ψ（狓，狓，０，…）＋

２犽－５
２（犽－１）ψ

（０，…））＋（ ）狊 ≥α，

再令狊→０即得

　犖 犳（狓）－犝（狓），
１

８
δ（ψ（狓，狓，０，…）＋

２犽－５
２（犽－１）ψ

（０（ ），…）） ≥α．

（下转第２２３页）
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