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如何在数理方法教学中培养学生综合运用知识的能力

———以留数定理在傅里叶级数展开问题中的应用为例

朱爱东，　王洪福，　田莲花，　张英俏

（延边大学理学院 物理系，吉林 延吉１３３００２）

摘要：培养学生对知识的融会贯通、综合运用的能力是数学物理方法教学的重要教学目的之一．通过运用留

数定理方法求解一类复杂周期函数犚（ｃｏｓ狓，ｓｉｎ狓）的傅里叶级数展开问题与常见的解题方法的比较，说明了

知识点融合对学生理解和掌握数学物理方法以及对学习后续课程的重要影响．教师在数学物理方法教学中

应注重知识点的有机融合和注重培养学生综合运用知识的能力，并提出数学物理方法教学应以培养学生的

发散性思维方式和对知识的综合运用能力为首要目的．
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０　引言

数学物理方法课程的内容不仅涵盖数学的理论和计算方法，同时也涉及物理学的相关知识，因此要

教好这门课程，就要求教师要具有良好的高等数学基础和深厚的物理功底．目前的数学物理方法教
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材［１３］，按照知识结构一般分为两大部分：复变函数论和数学物理方程．在复变函数论部分中，解析函数

的级数展开、留数定理、傅里叶变换、以及拉普拉斯变换等内容各成一章，关联性不强，因此初学这门课

程的本科生在学习过程中往往局限于当前的学习内容，缺少对这门课程的系统性和应用性的深刻理解，

难以将所学的各种方法和理论知识融合贯穿、活学活用．实际上，针对一个物理问题，建立数学模型之

后，其解决的方法往往不只一种，并且在解题的过程中，可以将各种方法灵活地结合运用，使问题得以简

化．因此，教师在教学过程中如何启发和开阔学生思路，提高学生对知识融会贯通的能力，加深学生对这

门课程系统性和应用性的深刻认识，是教学中面临的重要课题．针对上述问题，本文就犚（ｃｏｓ狓，ｓｉｎ狓）

三角函数有理式的傅里叶级数展开这一问题，分别给出教师通常使用的洛朗级数［４５］和文献中尚未报道

过的留数定理两种解法，以此拓宽学生的解题思路，提高学生对知识融会贯通、综合运用的能力．

１　三角函数有理式犚（犮狅狊狓，狊犻狀狓）的傅里叶级数展开

三角函数的特点是可以将狓作为复数狕的幅角，通过自变数代换狕＝ｅ
ｉ狓，当实变数狓从０变到２π时，

复变数狕＝ｅ
ｉ狓 从狕＝１出发沿着单位圆 狕 ＝１逆时针走一圈又回到狕＝１．这个特点使得在求傅里叶级

数展开系数时，可将实函数的积分转化为复变函数的回路积分，即可以利用留数定理求傅里叶级数的展

开系数．下面给出这种方法的详细过程．

首先确定这类函数的周期是２π．根据傅里叶级数展开系数的公式，半周期犾＝π．傅里叶级数展开公

式如下：
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犾
＋犫犽ｓｉｎ
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对于函数犚（ｃｏｓ狓，ｓｉｎ狓），可做如下处理：
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同理，可以得出
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　　 函数犉（狕）＝（－１）
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经过以上过程，即可将傅里叶级数展开问题转化为求解析函数在单位圆内的留数问题．

除了以上方法，某些特殊情况，还可以采用级数方法．当原函数转化为复变函数后，利用洛朗级数展

开方法直接将其写成级数形式，再利用欧拉公式就可以得到傅里叶级数的三角函数展开形式，而不必代

入傅里叶级数的系数公式，避免了积分运算．这种方法也是大多数参考书上给出的方法，但其前提条件

是写成复数的洛朗级数后，必须能够利用欧拉公式重新回到三角函数形式的傅里叶级数，所以这种方法

只适用于某些特殊情况．

２　 解题实例

例１　 将函数犳（狓）＝
１－α

２

１－２αｃｏｓ狓＋α
２
（α １）展开为傅里叶级数．

解法１　 洛朗级数法．令狕＝ｅ
ｉ狓，则犳（狓）＝

狕
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狕－α
＝

１

１－
α
狕

＝
∞

犽＝０

α
犽狕－犽＝１＋
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∞
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所以

　犳（狓）＝１＋
∞
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α
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∞
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这种方法需要学生对复变函数在环域上解析以及单位圆内孤立奇点的定义有深刻的理解，解题关

键在于将拆分出的两个分式在单位圆内挖去奇点形成的环域上展开为幂级数，即（１）、（２）两式，其优点

在于不用进行积分运算．

解法２　 留数定理法．该函数是以２π为周期的偶函数，因此可以将其展开为傅里叶余弦级数，且

犾＝π，即

　犳（狓）＝犪０＋
犽＝１

犪犽ｃｏｓ犽狓． （７）

根据（１）和（２）式有

　犪０＝
１

２πｉ∮
狕 ＝１

１－α
２

α狕
２
＋（α

２
＋１）狕＋α

ｄ狕＝ 
单位圆内

Ｒｅ狊［犳（狕），狕犽］， （８）

其中Ｒｅ狊［犳（狕），狕犽］表示函数犳（狕）在第犽个孤立奇点处的留数，

　犳（狕）＝
１－α

２

α狕
２
＋（α

２
＋１）狕＋α

＝
１

狕＋α
－

１

狕＋１／α
， （９）

它在单位圆内只有一个单极点狕０＝－α，得Ｒｅ狊［犳（狕），狕０］＝ｌｉｍ
狕→－α

（狕＋α）犳（狕）＝１，代入（３）式，得犪０＝１．

同理

　犪犽＝
（－１）

犽

２πｉ ∮
狕 ＝１

（１－α
２）

（α狕＋１）（狕＋α）
（狕犽＋狕－

犽）ｄ狕＝犐１－犐２＋犐３－犐４， （１０）

其中犐１＝
（－１）

犽

２πｉ ∮
狕 ＝１

狕犽

狕＋α
ｄ狕＝（－１）

犽Ｒｅ狊［犳（－α）］＝α
犽；犐２＝

（－１）
犽

２πｉ ∮
狕 ＝１

狕犽

α狕＋１
ｄ狕＝０，所以被积函

数在单元圆内无奇点；犐３＝
（－１）

犽

２πｉ ∮
狕 ＝１

１
（狕＋α）狕

犽ｄ狕＝（－１）
犽


单位圆内

Ｒｅ狊［犳３（狕），狕犼］，犳３（狕）在单位圆内

５６１
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有单极点狕０＝－α，以及犽阶极点狕１＝０，得 Ｒｅ狊［犳３（－α）］＝ｌｉｍ
狕→－α

１

狕犽
＝（－１）

犽
α
－犽，Ｒｅ狊［犳３（０）］＝

１
（犽－１）！

ｌｉｍ
狕→０

ｄ犽－１

ｄ狕犽－１
［１
狕＋α

］＝（－１）
犽－１
α
－犽，代入（７）式，得犐３＝０；犐４＝

（－１）
犽

２πｉ ∮
狕 ＝１

α
（α狕＋１）狕

犽ｄ狕＝

（－１）
犽


单位圆内

Ｒｅ狊［犳４（狕），狕犼］，犳４（狕）在单位圆内有犽阶极点狕０＝０，因此可求得其留数Ｒｅ狊［犳４（０）］＝

１
（犽－１）！

ｌｉｍ
狕→０

ｄ犽－１

ｄ狕犽－１
［ １

狕＋
１

α

］＝（－１）
犽－１
α
犽，于是有犐４＝－α

犽．将（５）、（６）、（９）、（１０）式代入（４）式，得犪犽＝

２α
犽，因此函数的傅里叶级数展开式为犳（狓）＝１＋２

∞

犽＝１

α
犽ｃｏｓ犽狓．

这种方法的优点是利用了傅里叶级数展开的系数公式，方法较为直接，只是计算稍显繁琐．该方法

的解题关键在于能够将实变函数的定积分转换为复变函数的回路积分，并利用留数定理计算出积分，从

而得到傅里叶展开系数．

３　结束语

培养学生综合运用知识的能力是数学物理教学的重要内容，因此，教师在讲解实际问题时，要引导

学生拓宽思路，不拘泥于参考书已有的方法，启发学生尝试新的不同的解题方法，使学生达到对知识融

会贯通、灵活运用的目的．
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