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源于密码学的组合数猜想问题中的数据特征
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摘要：通过在源于密码学的组合数猜想问题中提出权值表构造函数，给出了权值表构造算法和组合数分布的

机器证明算法．实验数据分析表明，旋转集合和反射集合内的元素具有同等的组合分布．
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０　引言

Ｔｕ和Ｄｅｎｇ
［１］提出了源于密码学的组合数猜想：

猜想１　 设犛狋，犽＝｛（犪，犫）狘犪，犫∈犣２犽－１，犪＋犫≡狋（ｍｏｄ２
犽
－１），狑（犪）＋狑（犫）≤犽－１｝，其中

１≤狋≤２
犽
－２，犽≥２，狑（狋）是狋的Ｈａｍｍｉｎｇ权，则集合犛狋，犽 的基数 ＃犛狋，犽 ≤２

犽－１．

根据文献［１］的猜想，Ｔｕ和Ｄｅｎｇ获得了两类具有最优代数免疫的Ｂｏｏｌｅａｎ函数类：一类仍然是

Ｂｅｎｔ函数类，另一类是具有最优代数次数和目前所知最好的非线性度（这个结果优于文献［２］给出的函

数类非线性度）的平衡Ｂｏｏｌｅａｎ函数类．但是，对于猜想１的证明，文献［１］仅仅只是给出了ｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ

算法，然后利用计算机辅助，机械地验证了犽≤２９的情况，这与猜想１的结论还有很大的差距．

观察猜想１中集合犛狋，犽的构造发现，犫由犪唯一确定，因此设想猜想１的结论可以通过对整数犪的个

数的计算来获得．源于这种想法，文献［３］把犪划分成两类：第一类为犪＝０，１，…，狋，犫＝狋－犪；第二类为

犪＝狋＋狏，犫＝２
犽
－１－狏，狏＝１，２，…，２

犽
－狋－２．根据这两类划分，文献［３］证明了当狋的权狑（狋）较小

时（狑（狋）≤３）猜想１的结论成立，并且还指出犪的个数的统计很大程度依赖于
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　犖
（犻
１
，犻
２
，…，犻狊

）
狉 ＝＃｛狓狘０≤狓≤２

犽
－１，狑（２

犻
１＋２

犻
２＋…＋２

犻狊 ＋狓）＝狉＋狑（狓）｝，

其中０≤犻１ ＜犻２ ＜ … ＜犻狊≤犽－１．显然，当狉＞狊时犖
（犻
１
，犻
２
，…，犻狊

）
狉 ＝０且犖

（犻
１
，犻
２
，…，犻狊

）
狊 ＝２

犽－狊，其他情况时

犖
（犻
１
，犻
２
，…，犻狊

）
狉 的获得较为困难．文献［４］给出了犖

（犻
１
，犻
２
，…，犻狊

）
狉 的机器算法，但最后的整理仍很困难．有关Ｔｕ

Ｄｅｎｇ猜想问题的研究还可参见文献［５６］．设犪∈犣２犽－１，犪≠０，并且令狉（犪，狋）＝狑（犪）＋狑（狋）－狑（犪＋

狋），则犛狋，犽＝｛犪∈犣２犽－１狘狉（犪，狋）＞狑（狋）｝．于是，本文得到ＴｕＤｅｎｇ猜想１的一个等价命题：

猜想２
［５］
　 设犘狋，犽＝

＃狘犛狋，犽狘

２犽
，则犘狋，犽 ≤

１

２
．

１　 背景知识

设非负整数狓的二进展开表达式为狓＝狓０＋狓１２＋狓２２
２
＋…＋狓犽－１２

犽－１
＝∑

犽－１

犻＝０

狓犻２
犻，其中狓犻∈犉２＝

｛０，１｝，犽为狓的二进长度．记狓的犽二进表示为狓＝（狓０狓１…狓犽－１），则狑（狓）＝∑
犻

狓犻称为狓的Ｈａｍｍｉｎｇ

权．容易证明：

引理１
［３］
　狑（２

犽
－１－狓）＝犽－狑（狓），０≤狓≤２

犽
－１；当狓犻＝１时，狑（狓＋２

犻）≤狑（狓）；当且仅

当对任意的犻，狓犻＋狔犻≤１时，有狑（狓＋狔）≤狑（狓）＋狑（狔）；以及

　狑（狓）＝狑（狓－１）－犻＋１，狓≡２
犻（ｍｏｄ２犻＋１），犻＝０，１，２，…．

根据引理１有：

定义１（权值表构造函数）　 设二进长度为犽的非负整数狓，狔对应的和狓 ＋狔的取值范围为

０～２
犽
－１，狓＝０或２

犻，犻＝０，１，…，犽－１，０≤狔＜狓，则狓＋狔的权值表构造函数为

　狑（狓＋狔）＝

０，狓＝０，狔＝０；

１，狓＝２
犻，狔＝０；

狑（狓）＋狑（狔）＝１＋狑（狔），狓＝２
犻，０＜狔＜狓

烅

烄

烆 ．

定义２（旋转）　犽二进表示为（狓０狓１…狓犽－１）的狓的旋转ρ
犻
犽（狓）定义为

　ρ
犻
犽（狓）＝ρ

犻
犽（狓０狓１…狓犽－１）＝（狓（０＋犻）ｍｏｄ犽，…，狓（犽－１＋犻）ｍｏｄ犽），

其中１≤犻≤犽．由犽二进表示为（狓０狓１…狓犽－１）的狓旋转形成的集合为

　犚犽（狓）＝犚犽（狓０狓１…狓犽－１）＝｛ρ
犻
犽（狓）＝ρ

犻
犽（狓０狓１…狓犽－１）狘１≤犻≤犽｝．

显然，ρ
犻
犽（狓）只是（狓０狓１…狓犽－１）的一个重排，不会改变Ｈａｍｍｉｎｇ权，即狑（狓）＝狑（ρ

犻
犽（狓））．

定义３（反射）　犽二进表示为（狓０狓１…狓犽－１）的狓 的反射γ（狓）定义为γ（狓）＝γ（狓０狓１…狓犽－１）＝

（狓犽－１狓犽－２…狓０）．显然，狑（γ（狓））＝狑（狓）．

定义４（二进元素补）　 对于犽二进表示为（狓０狓１…狓犽－１）的狓，如果存在犽二进表示为（狔０狔１…狔犽－１）

的狔，使得狓＋狔按二进制加法表示为狓＋狔＝（１１…
︸
１）

犽

＝２
犽
－１，则称狔为狓的二进元素补，记为珚狓．于

是珚狓＝２
犽
－１－狓，且狑（珚狓）＝狑（２

犽
－１－狓）＝犽－狑（狓）．

２　 算法设计

本文采用Ｃ＋＋语言，通过计算机算法实现符合条件的元素个数的计算．由于要搜寻的元素数据量

呈２犻（１≤犻≤犽）增加，算法中内存空间的分配需求较大，而计算机配置较低，因此本文只统计了二进长

度较小的元素个数．算法的实现由以下两个步骤完成：

步骤１　 权值表的构造．首先，根据权值表构造函数，由于非负整数狓的取值设定为２
犻（０≤犻≤

１３１
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犽－１），因此在循环控制变量犻小于二进长度犽时，总有狑（狓）＝１．其次，初始化二进长度为犽的变量

狓，狔＝１，狔由二进长度为犽非负整数狓控制；如果狔＜狓，根据权值表构造函数，由狑（狓＋狔）＝狑（狓）＋

狑（狔）计算狓＋狔的权值，否则选取狓＝２狓．最后，当循环变量犻的取值大于二进长度犽时，完成狑（狓＋狔）

的计算，得到权值表．

步骤２　 元素个数的分类统计．根据文献［３］，把二进长度为犽的非负整数狓划分成两类：第一类为

狓＝０，１，…，狋，狔＝狋－狓；第二类为狓＝狋＋狏，狔＝２
犽
－１－狏，狏＝１，２，…，２

犽
－狋－２．首先，初始化循环

控制变量狓＝０，狔＝狋．如果狓≤狋，则计算狑（狓）＋狑（狔）的值．假设狑（狓）＋狑（狔）的值为犻，则有犛狋，犻的

元素个数 ＃犛狋，犻＝＃犛狋，犻＋１；否则狓＝狓＋１，狔＝狔－１，循环执行得到元素个数的统计分布表．

３　 实验数据分析

本文选取犽二进长度为５和６的数据进行分析，实验数据统计如表１和表２所示．注意到１≤狋≤

２犽－２，狑（狋）是狋的Ｈａｍｍｉｎｇ权，狑（犪）＋狑（犫）是可能的权值，狋与狑（犪）＋狑（犫）所对应的数字是相应

的取值个数统计．

表１　犽＝５的组合分布情况

犽 狋（狑（狋））
狑（犪）＋狑（犫）

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
同分布的其他可能狋值

５ １（１） ２ １ ２ ４ ８ １６ ０ ０ ０ ２ ４ ８ １６

５ ３（２） ０ ４ ２ ５ １０ ４ ８ ０ ０ ６ １２ １７ ２４

５ ５（２） ０ ４ ４ ５ ４ ８ ８ ０ ０ ９ １０ １８ ２０

５ ７（３） ０ ０ ８ ４ １０ ５ ２ ４ ０ １４ １９ ２５ ２８

５ １１（３） ０ ０ ８ ８ ４ ５ ４ ４ ０ １３ ２１ ２２ ２６

５ １５（４） ０ ０ ０ １６ ８ ４ ２ １ ２ ２３ ２７ ２９ ３０

表２　犽＝６的组合分布情况

犽 狋（狑（狋））
狑（犪）＋狑（犫）

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１
同分布的其他可能狋值

６ １（１） ２ １ ２ ４ ８ １６ ３２ ０ ０ ０ ０ ２ ４ ８ １６ ３２

６ ３（２） ０ ４ ２ ５ １０ ２０ ８ １６ ０ ０ ０ ６ １２ ２４ ３３ ４８

６ ５（２） ０ ４ ４ ５ １２ ８ １６ １６ ０ ０ ０ １０ １７ ２０ ３４ ４０

６ ７（３） ０ ０ ８ ４ １０ ２１ １０ ４ ８ ０ ０ １４ ２８ ３５ ４９ ５６

６ ９（２） ０ ４ ４ ９ ４ １２ １６ １６ ０ ０ ０ １８ ３６

６ １１（３） ０ ０ ８ ８ １２ ９ １２ ８ ８ ０ ０ １３ １９ ２２ ２５ ２６ ３７ ３８ ４１ ４４ ５０ ５２

６ １５（４） ０ ０ ０ １６ ８ ２０ １０ ５ ２ ４ ０ ３０ ３９ ５１ ５７ ６０

６ ２１（３） ０ ０ ８ １２ ６ １３ ６ １２ ８ ０ ０ ４２

６ ２３（４） ０ ０ ０ １６ １６ ８ １２ ５ ４ ４ ０ ２９ ４３ ４６ ５３ ５８

６ ２７（４） ０ ０ ０ １６ １６ １２ ４ ９ ４ ４ ０ ４５ ５４

６ ３１（５） ０ ０ ０ ０ ３２ １６ ８ ４ ２ １ ２ ４７ ５５ ５９ ６１ ６２

通过对表１和表２数据的分析，可得到ＴｕＤｅｎｇ猜想问题中的如下一些数据分布特征：

定理１（旋转的数据特征）　 设ρ
犻
犽（狋）＝狋１，１≤犻≤犽－１，则ρ

犻
犽（犛狋，犼）＝犛狋１，犼，犼＝１，２，…，２犽－１．

证明 　 因为狋１＝ρ
犻
犽（狋）＝ρ

犻
犽（（犪＋犫）ｍｏｄ（２

犽
－１））＝（ρ

犻
犽（犪）＋ρ

犻
犽（犫））ｍｏｄ（２

犽
－１），所以

　ρ
犻
犽（犛狋，犼）＝ρ

犻
犽（｛（犪，犫）狘（犪＋犫）ｍｏｄ（２

犽
－１）＝狋且狑（犪）＋狑（犫）＝犼｝）＝

　　｛（ρ
犻
犽（犪），ρ

犻
犽（犫））狘（ρ

犻
犽（犪）＋ρ

犻
犽（犫））ｍｏｄ（２

犽
－１）＝ρ

犻
犽（狋）且狑（ρ

犻
犽（犪））＋狑（ρ

犻
犽（犫））＝犼｝．
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注意到ρ
犻
犽（狋）＝狋１ 及狑（ρ

犻
犽（犪））＝狑（犪），于是有ρ

犻
犽（犛狋，犼）＝犛狋１，犼．

定理２（反射的数据特征）　 设γ（狋）＝狋２，则犛狋
２
，犼＝γ（犛狋，犼）．

证明 　 因为狋２＝γ（狋）＝γ（（犪＋犫）ｍｏｄ（２
犽
－１））＝（γ（犪）＋γ（犫））ｍｏｄ（２

犽
－１），所以

　γ（犛狋，犼）＝γ（｛（犪，犫）狘（犪＋犫）ｍｏｄ（２
犽
－１）＝狋且狑（犪）＋狑（犫）＝犼｝）＝

　　｛（γ（犪），γ（犫））狘（γ（犪）＋γ（犫））ｍｏｄ（２
犽
－１）＝γ（狋）且狑（γ（犪））＋狑（γ（犫））＝犼｝．

注意到γ（狋）＝狋２ 及狑（γ（犪））＝狑（犪），于是有γ（犛狋，犼）＝犛狋１，犼．

定理３（二进元素补的数据特征）　 设珋狋＝２
犽
－１－狋，则犛狋，犼＝犛珋狋，２犽－犼．

证明 　 由于珋狋＝（犪＋犫）ｍｏｄ（２
犽
－１）＝（犪

－

＋犫
－

）ｍｏｄ（２犽－１）且

　狑（犪
－

）＋狑（犫
－

）＝狑（２
犽
－１－犪）＋狑（２

犽
－１－犫）＝犽－狑（犪）＋犽－狑（犫）＝２犽－（狑（犪）＋狑（犫）），

于是犛狋，犼＝｛（犪，犫）狘（犪＋犫）ｍｏｄ（２
犽
－１）＝狋且狑（犪）＋狑（犫）＝犼｝＝｛（犪

－

，犫
－

）狘（犪
－

＋犫
－

）ｍｏｄ（２犽－１）＝珋狋

且狑（犪
－

）＋狑（犫
－

）＝２犽－（狑（犪）＋狑（犫））＝２犽－犼｝＝犛珋狋，２犽－犼．
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