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自然数方幂和公式的一种新推法
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摘要：通过建构自然数方幂狀犽 的一组排列数线性组合解析式及其系数表（类杨辉三角），用相对简捷的方法

推导出一个比较新颖的自然数方幂和公式．
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　　求自然数方幂和既是一个古典的数学问题，也是当今数学研究的热点问题之一．文献［１５］的作者

分别采用逐差法、贝努利数的性质、递推方法等得到了许多有益的研究结果，但其推导过程和结果较为

复杂．本文利用组合数学中的母函数理论
［６］和排列组合知识，用相对简捷的方法推导出一种比较新颖的

自然数方幂和公式．

容易知道狀２ 和狀３都能解析成一组排列数的线性组合，如狀２＝犃
２
狀＋１－犃

１
狀，狀

３
＝犃

３
狀＋２－３犃

２
狀＋１＋犃

１
狀．

更一般地，自然数方幂狀犻（犻∈犖）亦能解析成一组排列数犃
犻－犼＋１
狀＋犻－犼（犼＝１，２，…，犻）的线性组合．于是，可以把

求自然数方幂和的问题转化成求数列 犃犿＋１狀＋｛ ｝犿 的前狀项和的问题来加以解决．
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根据引理２，并比较上式两边狓狀－１ 的系数，得
狀

犻＝１

犃犿＋１犻＋犿 ＝（犿＋１）！犆
犿＋２

狀＋犿＋１＝
１

犿＋２
犃犿＋２狀＋犿＋１．证毕．

定理２　 设自然数方幂狀
犻（犻∈犖）关于排列数犃
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则系数（犜犻犼）有递推关系：
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由（２）式和（４）式，得递推关系犜犻犼＝－（犻－犼＋１）犜犻－１犼－１＋犜犻－１犼，１＜犼＜犻，犜犻１＝１，犜犻犻＝－犜犻－１犻－１．
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　　 将方幂狀
犻（犻∈犖）的系数（犜犻犼）逐次排列成图１所示的

“金字塔”形，不难发现：在类似于杨辉三角的“金字塔三角

形”状态排列中，每个数都是整数，犜犻犼表示第犻行第犼个数

（犻代表行号，犼代表排列序号）；从第２行起，每一行数的“符

号”交替变换，奇数行的首位数和末数都是１，偶数行的首

位数是１、末位数是－１，其他每个数都等于它的左上方的

１

１ －１

１ －３ １

１ －６ ７ －１

１ －１０２５ －１５ １

１ －１５６５ －９０３１ －１
…………………………………

图１　 类杨辉三角
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数的相反数乘以自己的倒数序号加上右上方的数．依据递推关系（３），整个“金字塔三角形”图表可以继

续写下去．本文称此图表为“类杨辉三角”．

２　 主要公式的推导

根据定理２的意义，自然数方幂为
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基于系数图表（类杨辉三角）的上述求自然数方幂和的公式，仅利用初等排列组合计算即可，这既

简捷、新颖，又便于实现计算机编程．

３　 实例

例１　 计算前狀个自然数的平方和
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