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２×３量子系统中互不偏的不可扩展最大纠缠基

李玮，　林平，　郑鸿楠，　秦川棋，　杨强，　陶元红
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摘要：讨论了２×３量子系统中不可扩展的最大纠缠基和互不偏基．首先证明一组由４个彼此规范正交的最

大纠缠态可以构成２×３量子系统中不可扩展的最大纠缠基；其次通过变换犆３ 空间的基底，构造另一组２×３

量子系统中不可扩展的最大纠缠基，并证明这两组基是互不偏的；最后，在保证互不偏的前提下，将这两组不

可扩展的最大纠缠基进行完备化．
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　　量子纠缠作为一种重要的物理资源，广泛应用于量子处理过程中，如量子计算、量子编码、量子隐形

传态等［１］．１９９９年，文献［２］引入多体量子系统中的不可扩展的直积基（ＵＰＢ）的概念以来，已取得大量

的具有实际应用的理论成果［３］．２０１１年，ＵＰＢ的概念被推广到不可扩展的最大纠缠基（ＵＭＥＢ）
［４］．２０１３

年，陈斌等［５］将ＵＭＥＢ的概念进一步推广到了由不同维数空间构成的两体系统中，建立了一种在任意

两体空间犆犱 犆
犱′（犱′
２
≤犱≤犱′）上含有犱

２个成员的ＵＭＥＢ的构造方法，并在犆２犆
３中构造了两组

彼此互不偏的完备ＵＭＥＢ．互不偏基在量子信息处理中有着许多重要的应用，例如量子态层析、加密协

议和均值王氏问题［６１１］．

本文主要讨论了２×３量子系统中彼此互不偏的不可扩展的最大纠缠基．通过变换犆
３空间的基底，

构造了彼此无偏的两组均由４个彼此规范正交的最大纠缠态构成的２×３量子系统中不可扩展的最大

纠缠基，并在保证无偏的前提下，将这两组不可扩展的最大纠缠基进行了完备化．
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１　犆
２
犆

３中不可扩展的最大纠缠基

定义１
［５］
　 设狘φ〉为两体系统犆

犱
犆

犱′（犱≤犱′）中的任意态．称狘φ〉为犱犱′最大纠缠态，是指

对子系统犃（ｄｉｍ犃＝犱）的任意规范正交完备基 狘犻犃｛ ｝〉 ，都存在子系统犅（ｄｉｍ犅＝犱′）的规范正交基

狘犻犅｛ ｝〉，使得狘φ〉＝
１

槡犱

犱－１

犻＝０

狘犻犃〉狘犻犅〉．

定义２
［４］
　 由态 狘φ犻〉∈犆

犱
犆

犱′：犻＝１，２，…，狀，狀＜｛ ｝犱犱′ 构成的集合称为含有狀个成员的不可

扩展的最大纠缠基（ＵＭＥＢ），当且仅当如下条件成立：

１）狘φ犻〉，犻＝１，２，…，狀均为最大纠缠态；

２）〈φ犻狘φ犼〉＝δ犻犼；

３）若对任意犻＝１，２，…，狀，均有〈φ犻狘φ〉＝０，则φ必不是最大纠缠的．

首先构造２×３量子系统中的不可扩展的最大纠缠基．考虑犆
２
犆

３中如下４个彼此规范正交的最

大纠缠态：

　

狘φ０〉＝
１

槡２
（狘００′〉＋狘１１′〉），

狘φ１〉＝
１

槡２
（狘００′〉－狘１１′〉），

狘φ２〉＝
１

槡２
（狘１０′〉＋狘０１′〉），

狘φ３〉＝
１

槡２
（狘１０′〉－狘０１′〉）

烅

烄

烆
．

（１）

其中 狘０〉，狘１｛ ｝〉，狘０′〉，狘１′〉，狘２′｛ ｝〉分别为犆２ 和犆３ 中的标准正交基．

定理１　（１）式中的４个最大纠缠态构成了犆
２
犆

３ 中一组不可扩展的最大纠缠基．

证明 　 显然（１）式中的每个态都是犆
２
犆

３ 中的最大纠缠态，且彼此规范正交．

下证若存在态狘ψ〉，使得〈φ犻狘ψ〉＝０，犻＝０，１，２，３，则狘ψ〉必是直积态．若狘ψ〉是纠缠的，则可将

狘ψ〉Ｓｃｈｍｉｄｔ分解为狘ψ〉＝ 犝 （ ）犞 （λ槡０狘００′〉＋ λ槡１狘１１′〉），其中λ０＞０，λ１＞０，λ０＋λ１＝１，犝＝

（狌犻犼）２×２＝
狌１１ 狌１２

狌２１ 狌

烄

烆

烌

烎２２
和犞＝（狏犻犼）３×３＝

狏１１ 狏１２ 狏１３

狏２１ 狏２２ 狏２３

狏３１ 狏３２ 狏

烄

烆

烌

烎３３

均为幺正矩阵．由已知〈φ０狘ψ〉＝０可得

　０＝
１

槡２
（〈００′狘＋〈１１′狘）（犝 犞）（λ槡０狘００′〉＋ λ槡１狘１１′〉）＝

λ槡０

槡２
〈０狘犝狘０〉〈０′狘犞狘０′〉＋

　　
λ槡１

槡２
〈１狘犝狘１〉〈１′狘犞狘１′〉＋

λ槡０

槡２
〈１狘犝狘０〉〈１′狘犞狘０′〉＋

λ槡１

槡２
〈０狘犝狘１〉〈０′狘犞狘１′〉，

即

　 λ槡０狌１１狏１１＋ λ槡１狌１２狏１２＋ λ槡０狌２１狏２１＋ λ槡１狌２２狏２２＝０． （２）

同理由〈φ１狘ψ〉＝
１

槡２
（〈００′狘－〈１１′狘）（犝 犞）（λ槡０狘００′〉＋ λ槡１狘１１′〉）＝０可得

　 λ槡０狌１１狏１１＋ λ槡１狌１２狏１２－ λ槡０狌２１狏２１－ λ槡１狌２２狏２２＝０． （３）

由〈φ２狘ψ〉＝
１

槡２
（〈１０′狘＋〈０１′狘）（犝 犞）（λ槡０狘００′〉＋ λ槡１狘１１′〉）＝０可得

　 λ槡０狌２１狏１１＋ λ槡１狌２２狏１２＋ λ槡０狌１１狏２１＋ λ槡１狌１２狏２２＝０． （４）

０１１
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由〈φ３狘ψ〉＝
１

槡２
（〈１０′狘－〈０１′狘）（犝 犞）（λ槡０狘００′〉＋ λ槡１狘１１′〉）＝０可得

　 λ槡０狌２１狏１１＋ λ槡１狌２２狏１２－ λ槡０狌１１狏２１－ λ槡１狌１２狏２２＝０． （５）

显然，（２）—（５）式可写成

　

狌１１ 狌１２ 狌２１ 狌２２

狌２１ 狌２２ 狌１１ 狌１２

狌２１ 狌２２ －狌１１ －狌１２

狌１１ 狌１２ －狌２１ －狌

烄

烆

烌

烎２２

λ槡０

λ槡１

λ槡０

λ槡

烄

烆

烌

烎１

狏１１

狏１２

狏２１

狏

烄

烆

烌

烎２２

＝０， （６）

即为齐次方程组

　犃狏＝０． （７）

其中犃＝
犝 σ狓犝

σ狓犝 －

烄

烆

烌

烎犝

烄

烆

烌

烎

犠

犠
；犝＝

狌１１ 狌１２

狌２１ 狌

烄

烆

烌

烎２２
；犠＝

λ槡０

λ槡

烄

烆

烌

烎１

；σ狓＝
０ １烄

烆

烌

烎１ ０
；狏＝ 狏１１狏１２狏２１狏（ ）２２

Ｔ，

Ｔ表示转置．显然ｄｅｔ犃＝λ０λ１·ｄｅｔ
犝 σ狓犝

σ狓犝 －

烄

烆

烌

烎犝
＝λ０λ１·ｄｅｔ

犝 σ狓犝

０ －２

烄

烆

烌

烎犝
＝４λ０λ１（ｄｅｔ犝）

２
≠０，否则

ｄｅｔ犝＝０，这与犝 是幺正矩阵矛盾，所以齐次方程组（７）只有零解，即狏＝ 狏１１狏１２狏２１狏（ ）２２
Ｔ
＝０，从而

狏１１＝狏１２＝狏２１＝狏２２＝０，于是ｄｅｔ犞＝

０ ０ 狏１３

０ ０ 狏２３

狏３１ 狏３２ 狏３３

＝０，这与犞是幺正矩阵矛盾．因此，关于狘ψ〉是纠缠

的假设不真，狘ψ〉必是直积态．

综上，（１）式中的４个向量构成了犆２ 犆
３ 中的一组不可扩展的最大纠缠基．

２　２×３量子系统中互不偏的不可扩展最大纠缠基

首先在犆３ 中选取与 狘０′〉，狘１′〉，狘２′｛ ｝〉 不同的另一个标准正交基（此组基与文献［５］中的完全不

同）：

　

狘狓′〉＝
１

槡３
（狘０′〉＋槡

３＋犻
２

狘１′〉＋狘２′〉），

狘狔′〉＝
１

槡３
（槡３犻－１
２

狘０′〉－犻狘１′〉＋狘２′〉），

狘狕′〉＝
１

槡３
（犻狘０′〉＋狘１′〉－槡

３＋犻
２

狘２′〉）

烅

烄

烆
．

（８）

然后利用定理１，构造犆２ 犆
３ 中的第２组不可扩展的最大纠缠基

　

狘ψ０〉＝
１

槡２
（狘０狓′〉＋狘１狔′〉），

狘ψ１〉＝
１

槡２
（狘０狓′〉－狘１狔′〉），

狘ψ２〉＝
１

槡２
（狘１狓′〉＋狘０狔′〉），

狘ψ３〉＝
１

槡２
（狘１狓′〉－狘０狔′〉）

烅

烄

烆
．

（９）

容易证得，（１）式和（９）式这两组不可扩展的最大纠缠基是互不偏的，即

１１１
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　狘〈φ犻狘ψ犼〉狘＝
１

槡６
，犻，犼＝０，１，２，３． （１０）

事实上，由于

　〈φ０狘ψ０〉＝〈φ１狘ψ０〉＝〈φ２狘ψ２〉＝〈φ１狘ψ１〉＝〈φ３狘ψ３〉＝
１

２
（〈０′狘狓′〉＋〈１′狘狔′〉），

　〈φ３狘ψ２〉＝〈φ２狘ψ３〉＝〈φ０狘ψ１〉＝
１

２
（〈０′狘狓′〉－〈１′狘狔′〉），

　〈φ２狘ψ０〉＝〈φ０狘ψ２〉＝－〈φ１狘ψ３〉＝－〈φ３狘ψ１〉＝
１

２
（〈０′狘狔′〉＋〈１′狘狓′〉），

　〈φ３狘ψ０〉＝〈φ１狘ψ２〉＝－〈φ０狘ψ３〉＝－〈φ２狘ψ１〉＝
１

２
（〈０′狘狔′〉－〈１′狘狓′〉），

易得〈１′狘狓′〉＝槡
３＋犻

槡２３
，〈１′狘狔′〉＝

－犻

槡３
，〈０′狘狓′〉＝

１

槡３
，〈０′狘狔′〉＝

槡３犻－１

槡２３
，所以（１０）式显然成立．

最后在保证无偏性的前提下，将如上两组不完备的不可扩展的最大纠缠基（１）和（９）分别完备化，

即分别再增加２个保证彼此均规范正交的直积态，从而分别构造出两组由６个态构成的完备的规范正

交基．首先增补向量狘φ４〉＝狘０２′〉和狘φ５〉＝狘１２′〉到（１）式中，然后再增补向量狘ψ４〉＝
１

槡２
（狘０狕′〉＋狘１狕′〉）

和狘ψ５〉＝
１

槡２
（狘０狕′〉－狘１狕′〉）到（９）式中，则得到犆

２
犆

３ 空间中如下两组完备的规范正交基：

　

狘φ０〉＝
１

槡２
（狘００′〉＋狘１１′〉），

狘φ１〉＝
１

槡２
（狘００′〉－狘１１′〉），

狘φ２〉＝
１

槡２
（狘１０′〉＋狘０１′〉），

狘φ３〉＝
１

槡２
（狘１０′〉－狘０１′〉），

狘φ４〉＝狘０２′〉，

狘φ５〉＝狘１２′〉

烅

烄

烆 ．

（１１）

　

狘ψ０〉＝
１

槡２
（狘０狓′〉＋狘１狔′〉），

狘ψ１〉＝
１

槡２
（狘０狓′〉－狘１狔′〉），

狘ψ２〉＝
１

槡２
（狘１狓′〉＋狘０狔′〉），

狘ψ３〉＝
１

槡２
（狘１狓′〉－狘０狔′〉），

狘ψ４〉＝
１

槡２
（狘０狕′〉＋狘１狕′〉），

狘ψ５〉＝
１

槡２
（狘０狕′〉－狘１狕′〉）

烅

烄

烆
．

（１２）

为了证明这两组基是互不偏的，只需证明如下两组等式即可：

　狘〈φ犻狘ψ犼〉狘＝
１

槡６
，犻＝４，５，犼＝０，１，２，３，４，５；狘〈φ犻狘ψ犼〉狘＝

１

槡６
，犻＝０，１，２，３，犼＝４，５． （１３）
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事实上，由于

　〈φ４狘ψ０〉＝〈φ４狘ψ１〉＝〈φ５狘ψ２〉＝〈φ５狘ψ３〉＝
１

槡２
〈２′狘狓′〉，

　〈φ４狘ψ２〉＝－〈φ４狘ψ３〉＝〈φ５狘ψ０〉＝－〈φ５狘ψ１〉＝
１

槡２
〈２′狘狔′〉，

　〈φ０狘ψ４〉＝〈φ２狘ψ４〉＝〈φ１狘ψ５〉＝－〈φ３狘ψ５〉＝
１

２
（〈０′狘狕′〉＋〈１′狘狕′〉），

　〈φ１狘ψ４〉＝〈φ３狘ψ４〉＝〈φ０狘ψ５〉＝－〈φ２狘ψ５〉＝
１

２
（〈０′狘狕′〉－〈１′狘狕′〉），

　〈φ４狘ψ４〉＝〈φ５狘ψ４〉＝〈φ４狘ψ５〉＝－〈φ５狘ψ５〉＝
１

槡２
〈２狘狕′〉，

易得〈０′狘狕′〉＝
犻

槡３
，〈１′狘狕′〉＝

１

槡３
，〈２′狘狓′〉＝

１

槡３
，〈２′狘狔′〉＝

１

槡３
，〈２′狘狕′〉＝

－（槡３＋犻）

槡２３
，所以（１３）式显然

成立．

综上可知，（１１）式和（１２）式构成了２×３量子系统中一对完备的互不偏的不可扩展的最大纠缠基．
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