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分数阶差分方程的多重解
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摘要：研究了一类带有狆Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子并依赖于正参数λ的分数阶差分方程的边值问题．利用变分法和带

有强制条件的临界点定理，得到了当正参数λ属于某个确定区间时该边值问题至少有３个解的结果．
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　　分数阶微积分学理论已在物理学、动力学、化学、生物学、工程学等学科领域得到广泛的应用
［１２］，分

数阶差分方程作为新的研究课题，近年来也取得一些成果［３８］．例如：Ａｔｉｃｉ等
［６］研究了离散共轭分数阶

边值问题的理论；Ａｔｉｃｉ等
［７］利用分数阶差分方程建立了肿瘤增长模型；ＨｅＹａｎｓｈｅｎｇ等

［８］通过变分

法，利用一类临界点定理证明了分数阶差分方程（ＦＢＶＰ）（１）—（２）至少有３个解．本文基于文献［８］，利

用不同的临界点定理证明ＦＢＶＰ（１）—（２）至少有３个解．

本文研究的ＦＢＶＰ为：

　 犜－１Δ
ν
狋－１（φ狆（狋Δ

ν
ν－１狓（狋）））＝λ犳（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１）），狋∈［０，犜］犖０， （１）

　狓（ν－２）＝
犜＋ν

狊＝ν－１

（犜－狊）
（－ν）狓（狊）＝０， （２）

其中犜≥１，ν∈（０，１），狋∈［０，犜］犖０＝｛０，１，２，…，犜｝，狆∈犚且狆＞１，φ狆（狋）＝狋
狆－２狋，狋Δ

ν
ν－１和犜－１Δ

ν
狋－１

分别是左分数阶差分算子和右分数阶差分算子，犳（狋＋ν－１，犵）∶［ν－１，犜＋ν－１］犖
ν－１
×犚→犚是连续

函数，λ是正参数．为了方便，这里记犖犪∶＝｛犪，犪＋１，犪＋２，…｝，［犪，犫］犖犪 ∶＝｛犪，犪＋１，犪＋２，…，犫｝

（犫－犪∈犖１），并且规定当犿＜犼时
犿

犻＝犼

狓（犻）＝０．
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１　 预备知识

为了更清楚地阐述本文的结果，首先给出一些相关的概念和引理．

定义１
［７］
　 定义狋

（ν）
∶＝

Γ（狋＋１）

Γ（狋＋１－ν）
（狋，ν∈犚），规定：当狋＋１－ν是Γ函数的极点，而狋＋１不是Γ

函数的极点时，狋
（ν）
＝０．

定义２
［７］
　 对于ν＞０，定义函数犳的ν阶分数和为

　Δ
－ν
犪犳（狋）＝

１

Γ（ν）
狋－ν

狊＝犪

（狋－狊－１）
（ν－１）
犳（狊），狋∈犖犪＋ν．

对于犖 ∈犖，０≤犖－１＜ν≤犖，定义函数犳的ν阶分数差分为

　Δ
ν
犳（狋）＝Δ

犖
Δ
ν－犖
犳（狋），狋∈犖犪＋犖－ν．

定义３
［７］
　设犳是任意实值函数，ν∈（０，１），左离散分数阶差分算子和右离散分数阶差分算子定义

如下：

　狋Δ
ν
犪犳（狋）＝Δ狋Δ

－（１－ν）
犪 犳（狋）＝

１

Γ（１－ν）
Δ
狋＋ν－１

狊＝犪

（狋－狊－１）
（－ν）
犳（狊），狋≡犪－ν＋１（ｍｏｄ１）；

　犫Δ
ν
狋犳（狋）＝－Δ犫Δ

－（１－ν）
狋 犳（狋）＝

１

Γ（１－ν）
（－Δ）

犫

狊＝狋＋１－ν

（狋－狊－１）
（－ν）
犳（狊），狋≡犫＋ν－１（ｍｏｄ１）．

引理１
［９］
　 如果对于实对称矩阵犃，存在一个非奇异的实矩阵犕，使得犃＝犕

Ｔ犕，其中犕Ｔ是转置

矩阵，那么犃是正定的．

假设犡是有限维的实Ｂａｎａｃｈ空间，设犈λ∶犡→犚是满足下列结构的泛函：

（Λ）犈λ（狓）∶＝Φ（狓）＋λΨ（狓），狓∈犡．其中λ是正参数，Φ，Ψ∶犡→犚是两个在犡上连续Ｇ^ａｔｅａｕｘ

可微的函数，且Φ是强制的，即 ｌｉｍ
‖狓‖→∞

Φ（狓）＝∞．

对每个狉＞ｉｎｆ
犡
Φ，设

　φ１（狉）∶＝ ｉｎｆ
狓∈Φ

－１（］－∞，狉［）

Ψ（狓）－ ｉｎｆ
Φ
－１（］－∞，狉］）

Ψ

狉－Φ（狓）
，φ２（狉）∶＝ ｉｎｆ

狓∈Φ
－１（］－∞，狉［）

ｓｕｐ
狔∈Φ

－１（［狉，＋∞［）

Ψ（狓）－Ψ（狔）

Φ（狔）－Φ（狓）
．

在上述假设条件基础上，有如下引理：

引理２
［１０］
　如果条件（ａ１）和（ａ２）成立，那么对每个λ∈］

１

φ２（狉）
， １

φ１（狉）
［，犈λ（狓）至少有３个临界点．

（ａ１）存在狉＞ｉｎｆ
犡
Φ，使得φ１（狉）＜φ２（狉）；

（ａ２）对每个λ∈］
１

φ２（狉）
， １

φ１（狉）
［，有 ｌｉｍ

‖狓‖→∞
犈λ（狓）＝＋∞．

这里］犪，犫［表示区间（犪，犫），［犪，犫［表示区间［犪，犫）．

２　 建立变分框架

设Ω＝｛狓＝（狓（ν－１），狓（ν），…，狓（ν＋犜－１））
Ｔ 狓（ν＋犻－１）∈犚，犻＝０，１，…，犜｝是犜＋１维

Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其内积和范数为〈狓，狔〉＝ 
犜＋ν－１

狋＝ν－１

狓（狋）狔（狋），‖狓‖ ＝ （
犜－１

狋＝ －１

狋Δ
ν
ν－１狓（狋）

狆）
１
狆，‖狓‖ ∞ ＝

ｍａｘ
狋∈［０，犜］犖

０

狓（狋＋ν－１），狓，狔∈Ω．在Ω上定义泛函犈λ（狓）＝
１

狆
‖狓‖

狆
＋λ犑（狓），狓＝（狓（ν－１），狓（ν），

…，狓（ν＋犜－１））
Ｔ
∈Ω，其中犑（狓）＝－

犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１）），犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１））＝

∫
狓（狋＋ν－１）

０
犳（狋＋ν－１，ξ）ｄξ，且狓（ν－２）＝

犜＋ν

狊＝ν－１

（犜－狊）
（－ν）狓（狊）＝０．显然犈λ（０）＝０．设

５０１
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　犡
－

＝｛χ＝（狓（ν－２），狓（ν－１），…，狓（ν＋犜））
Ｔ
∈犚

犜＋３ 狓（ν－２）＝
犜＋ν

狊＝ν－１

（犜－狊）
（－ν）狓（狊）＝０｝．

由（２）式知犡
－

与Ω同构，当狓∈Ω时，可以将狓延展成χ ∈犡
－

．

由定义３知对于 狋∈ ［－１，犜］犖－１，狋Δ
ν
ν－１狓（狋）＝Δ

１

Γ（１－ν）
狋＋ν－１

狊＝ν－１

（狋－狊－１）
（－ν）狓（狊）．记狕（狋＋ν－

１）＝
１

Γ（１－ν）
狋＋ν－１

狊＝ν－１

（狋－狊－１）
（－ν）狓（狊），则：

　‖狓‖＝（
犜－１

狋＝ －１

Δ狕（狋＋ν－１）狆）
１
狆， （３）

　狕（ν－２）＝０，狕（ν－１）＝
１

Γ（１－ν）
ν－１

狊＝ν－１

（－狊－１）
（－ν）狓（狊）＝狓（ν－１），

　狕（ν）＝
１

Γ（１－ν）
１＋ν－１

狊＝ν－１

（１－狊－１）
（－ν）狓（狊）＝（１－ν）狓（ν－１）＋狓（ν），

　狕（ν＋１）＝
１

Γ（１－ν）
２＋ν－１

狊＝ν－１

（２－狊－１）
（－ν）狓（狊）＝

（２－ν）（１－ν）

２！
狓（ν－１）＋（１－ν）狓（ν）＋狓（ν＋１），

　…，

　狕（犜＋ν－１）＝
１

Γ（１－ν）
犜＋ν－１

狊＝ν－１

（犜－狊－１）
（－ν）狓（狊）＝

（犜－ν）（犜－１－ν）…（１－ν）

犜！
狓（ν－１）＋

　　　
（犜－１－ν）（犜－２－ν）…（１－ν）

（犜－１）！
狓（ν）＋…＋（１－ν）狓（ν＋犜－２）＋狓（ν＋犜－１），

　狕（犜＋ν）＝
１

Γ（１－ν）
犜＋ν

狊＝ν－１

（犜－狊）
（－ν）狓（狊）＝０． （４）

即狕＝犅狓，其中狓＝（狓（ν－１），狓（ν），…，狓（ν＋犜－１））
Ｔ，狕＝（狕（ν－１），狕（ν），…，狕（ν＋犜－１））

Ｔ，

　犅＝

１ ０ ０ … ０

１－ν １ ０ … ０

（２－ν）（１－ν）

２！
１－ν １ … ０

    

（犜－ν）（犜－１－ν）…（１－ν）

犜！
（犜－１－ν）（犜－２－ν）…（１－ν）

（犜－１）！
… …

烄

烆

烌

烎
１

（犜＋１）×（犜＋１）

．

由引理１知犅Ｔ犅是正定矩阵．设μｍｉｎ和μｍａｘ 分别表示犅
Ｔ犅最小特征值和最大特征值，由狕＝犅狓有

　 μｍｉｎ

犜＋１
‖狓‖

２
∞ ≤ ‖狕‖

２
∞ ≤μｍａｘ（犜＋１）‖狓‖

２
∞ ． （５）

引理３
［８］
　 若狓＝（狓（ν－１），狓（ν），…，狓（ν＋犜－１））

Ｔ
∈Ω是犈λ（狓）的临界点，则χ＝（狓（ν－２），

狓（ν－１），…，狓（ν＋犜））
Ｔ
∈犡

－

是ＦＢＶＰ（１）—（２）的解．

３　 主要结果及其证明

为了方便，设犮，犱是两个正常数，记

　θ（犮）＝

犜

狋＝０

ｓｕｐ
ξ ≤犮
犉（狋＋ν－１，ξ）

犮狆
，Γ（犱）＝


犜

狋＝０

［犉（狋＋ν－１，犱）－ ｓｕｐ
ξ ≤犮
犉（狋＋ν－１，ξ）］

犱狆
．

定理１　 假设存在４个正常数犪，犮，犱和狊，且犮＜犱，狊＜狆使得下列条件成立：

（ｂ１）θ（犮）＜ μ
狆

槡 ｍｉｎ

（犜＋１）
（３狆－２）／２Γ（犱）；

６０１
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（ｂ２）犉（狋＋ν－１，ξ）≤犪（１＋ ξ
狊），（狋，ξ）∈ ［０，犜］犖０×犚．

则对于 λ∈］
１

狆Γ（犱）
， μ

狆
槡 ｍｉｎ

狆（犜＋１）
（３狆－２）／２θ（犮）

［，ＦＢＶＰ（１）—（２）至少有３个解．

证明 　 为了应用引理２，令犡＝Ω．对于 狓∈Ω，令

　Φ（狓）＝
１

狆
‖狓‖

狆，Ψ（狓）＝－
犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１））．

则对每个λ＞０有犈λ（狓）∶＝Φ（狓）＋λΨ（狓），且 ｌｉｍ
‖狓‖→∞

Φ（狓）＝∞．显然犈λ（狓）满足条件（Λ）．现取狉＝

犮狆 μ
狆

槡 ｍｉｎ

狆（犜＋１）
（３狆－２）／２

，以下将表明φ１（狉）＜φ２（狉）．

事实上对于狓∈Ω，狕＝犅狓，犼∈［ν－１，ν＋犜－１］犖ν－１，使狕（犼）＝ ｍａｘ
狋∈［０，犜］犖

０

狕（狋＋ν－１），并且

有狕（犼）≤
１

２
（狕（犼）＋ 狕（犼））＝

１

２
（狕（ν－１）－狕（ν－２）＋狕（ν）－狕（ν－１）＋…＋狕（犼）－狕（犼－１）＋

狕（犼＋１）－狕（犼）＋狕（犼＋２）－狕（犼＋１）＋…＋狕（犜＋ν）－狕（犜＋ν－１））≤
１

２
犜－１

狋＝ －１

Δ狕（狋＋ν－１）＋

１

２
狕（犜＋ν－１）＝

１

２
犜－１

狋＝ －１

Δ狕（狋＋ν－１）＋
１

２
狕（犜＋ν－１）－狕（犜＋ν－２）＋狕（犜＋ν－２）－狕（犜＋

ν－３）＋…＋狕（ν－１）－狕（ν－２）≤ 
犜－１

狋＝ －１

Δ狕（狋＋ν－１）≤ （
犜－１

狋＝ －１

Δ狕（狋＋ν－１）狆）
１
狆 （

犜－１

狋＝ －１

１
狆
狆－１）

狆－１
狆
≤

（犜＋１）
狆－１
狆 ‖狓‖，因此‖狕‖∞＝ ｍａｘ

狋∈［０，犜］犖
０

狕（狋＋ν－１）≤（犜＋１）
狆－１
狆 ‖狓‖．由（５）式知 μｍｉｎ

犜＋槡 １
‖狓‖∞ ≤

‖狕‖∞
，于是 μｍｉｎ

犜＋槡 １
‖狓‖∞ ≤ （犜＋１）

狆－１
狆 ‖狓‖，即‖狓‖∞ ≤

（犜＋１）
３狆－２
２狆

μ槡 ｍｉｎ

‖狓‖．对于狉＞ｉｎｆ
犡
Φ 有

φ１（狉）＝ ｉｎｆ
‖狓‖＜（狆狉）

１／狆

Ψ（狓）－ ｉｎｆ
‖狓‖≤（狆狉）

１／狆
Ψ

狉－‖狓‖
狆／狆

≤

－ ｉｎｆ
‖狓‖≤（狆狉）

１／狆
Ψ

狉
＝

ｓｕｐ
‖狓‖≤（狆狉）

１／狆
犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１））

狉
≤

　　
狆（犜＋１）

（３狆－２）／２

犮狆 μ
狆

槡 ｍｉｎ

犜

狋＝０

ｓｕｐ
ξ ≤犮
犉（狋＋ν－１，ξ）＝

狆（犜＋１）
（３狆－２）／２

μ
狆

槡 ｍｉｎ

θ（犮）． （６）

选取珘狔＝ （珘狔（ν－１），珘狔（ν），…，珘狔（ν＋犜－１））
Ｔ
∈Ω，且珘狔（狋＋ν－１）＝犱（狋∈［０，犜］犖０），则由（３）和（４）式知

‖珘狔‖＝（Δ狕（ν－２）狆＋ Δ狕（ν－１）狆＋ Δ狕（ν）狆＋ Δ狕（ν＋１）狆＋ Δ狕（犜＋ν－２）狆）
１
狆 ＝（犱狆＋

（１－ν）狆犱狆＋［
（２－ν）（１－ν）

２！
］狆犱狆＋［

（３－ν）（２－ν）（１－ν）

３！
］狆犱狆＋…＋［

（犜－ν）（犜－１－ν）…（１－ν）

犜！
］狆犱狆）

１
狆，

显然 ‖珘狔‖ ＞犱＞犮＞ （狆狉）
１
狆，则有

　φ２（狉）＝ ｉｎｆ
‖狓‖＜（狆狉）

１／狆
ｓｕｐ

‖狔‖≥（狆狉）
１／狆


犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狔（狋＋ν－１））－
犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１））

‖狔‖
狆／狆－‖狓‖

狆／狆
≥

　　狆 ｉｎｆ
‖狓‖＜（狆狉）

１／狆


犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，犱）－
犜

狋＝０

ｓｕｐ
ξ ≤犮
犉（狋＋ν－１，ξ）

犱狆－‖狓‖
狆 ＝

　　狆［
犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，犱）－
犜

狋＝０

ｓｕｐ
ξ ≤犮
犉（狋＋ν－１，ξ）］ ｉｎｆ

‖狓‖＜（狆狉）
１／狆

１

犱狆－‖狓‖
狆 ≥

　　狆

犜

狋＝０

［犉（狋＋ν－１，犱）－ ｓｕｐ
ξ ≤犮
犉（狋＋ν－１，ξ）］

犱狆
≥狆Γ（犱）＞

狆（犜＋１）
（３狆－２）／２

μ
狆

槡 ｍｉｎ

θ（犮）． （７）

７０１
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由（６）式和（７）式知φ２（狉）＞φ１（狉）．对于 狓∈Ω，且λ＞０，有

　犈λ（狓）＝
１

狆
‖狓‖

狆
－λ

犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１））≥

　　
１

狆
‖狓‖

狆
－λ

犜

狋＝０

犪（１＋ 狓（狋＋ν－１）
狊）≥

１

狆
‖狓‖

狆
－λ

犜

狋＝０

犪（１＋‖狓‖
狊

∞
）＝

　　
１

狆
‖狓‖

狆
－犪λ（犜＋１）－犪λ（犜＋１）‖狓‖

狊

∞ ≥

　　
１

狆
‖狓‖

狆
－犪λ（犜＋１）－

犪λ（犜＋１）
３狊狆－２狊
２狆 ＋１

μ
狊

槡 ｍｉｎ

‖狓‖
狊
．

显然 ｌｉｍ
‖狓‖→∞

犈λ（狓）＝＋∞，因此由引理２知结论成立．

现考虑狊＝狆的情形．

定理２　 假设存在３个正常数犪，犮，犱，且犮＜犱，狊＜狆使得条件（ｂ１）成立．另假设如下条件成立：

（ｂ３）犉（狋＋ν－１，ξ）≤犪（１＋ ξ
狆），（狋，ξ）∈ ［０，犜］犖０×犚，且犪＜

Γ（犱） μ
狆

槡 ｍｉｎ

（犜＋１）
３狆／２．

则对于 λ∈］
１

狆Γ（犱）
， μ

狆
槡 ｍｉｎ

狆（犜＋１）
（３狆－２）／２ｍｉｎ｛

１

θ（犮）
， １

犪（犜＋１）
｝［，ＦＢＶＰ（１）—（２）至少有３个解．

证明 　 证明φ２（狉）＞φ１（狉）的过程与定理１的证明相同．下面证明犈λ（狓）是强制的．事实上

　犈λ（狓）＝
１

狆
‖狓‖

狆
－λ

犜

狋＝０

犉（狋＋ν－１，狓（狋＋ν－１））≥

　　
１

狆
‖狓‖

狆
－λ

犜

狋＝０

犪（１＋ 狓（狋＋ν－１）狆）≥

　　
１

狆
‖狓‖

狆
－λ

犜

狋＝０

犪（１＋‖狓‖
狆
∞
）＝
１

狆
‖狓‖

狆
－犪λ（犜＋１）－犪λ（犜＋１）‖狓‖

狆
∞ ≥

　　
１

狆
‖狓‖

狆
－犪λ（犜＋１）－

犪λ（犜＋１）
３狆
２

μ
狆

槡 ｍｉｎ

‖狓‖
狆
＝［
１

狆
－
犪λ（犜＋１）

３狆／２

μ
狆

槡 ｍｉｎ

］‖狓‖
狆
－犪λ（犜＋１）．

由于λ＜ μ
狆

槡 ｍｉｎ

犪狆（犜＋１）
３狆／２
，所以１

狆
－
犪λ（犜＋１）

３狆／２

μ
狆

槡 ｍｉｎ

＞０，由此得 ｌｉｍ
‖狓‖→∞

犈λ（狓）＝＋∞．
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