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摘要：研究了稀疏网格配置法在随机Ｂｕｒｇｅｒｓ’方程中的应用．首先介绍了随机配置方法，并在此基础上引入

了稀疏网格配置法，最后通过数值计算结果比较了稀疏网格配置法和蒙特卡罗方法，进而验证了稀疏网格配

置法应用于随机Ｂｕｒｇｅｒｓ’方程时的可行性和有效性．
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　　许多物理问题存在各种不确定性，其中的量化不确定性包括动荡、气候学、湍流燃烧、多孔介质流和

流体力学等领域．不确定性的数值模拟对研究随机微分方程具有重要意义，其研究方法一般采用蒙特卡

罗方法和随机Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，然而这两种方法在模拟多维的随机非线性方程时需解决大量成本的问

题；因此，提高计算精度和效率对研究更多的随机非线性方程问题有着重要意义．本文利用蒙特卡罗方

法和随机稀疏网格配置法对随机Ｂｕｒｇｅｒｓ’方程进行考察，验证了随机稀疏网格配置法在计算效率和精

度上的优势．

１　随机配置方法

定义１　 （Ω，犉，犘）为概率空间，其中Ω为样本空间，犉为样本空间Ω子集上的σ代数，犘为犉上的

概率测度．

定义２　区间（犪，犫）上的随机变量的概率测度定义为犘（η∈（犪，犫））＝犘（｛犣：犣∈犃＝η
－１（犪，犫）｝）；

累积分布函数定义为犉η（狕）＝犘（｛ω：η（ω）≤狕｝）＝犘（η≤狕），这里犉η（－∞）＝０，犉η（∞）＝１，并且满
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足犘η（狕）＝犉η′（狕）．

考虑对于随机变量η∶Ω→犚的确定函数犳∶犚→犚．显然，犳满足犳（ω）＝犳（η（ω））．

　犈［犳］＝∫犚
犳（η）ｄ犉η（η），犞ａｒ［ｆ］＝犈［（犳（η）－犈［犳］）

２］＝∫犚

（犵（η）－犈［犳］）
２ｄ犉η（η）．

定理１
［１］
　 连续随机变量狕的概率密度函数犳狕∶犚→犚满足下列性质∶①犳狕（狕）≥０，狕∈犚；

②犳狕（狕）为分段连续；③∫
∞

－∞
犳狕（狕）ｄ狕＝１；④对于犪，犫∈犚以及犪＜犫，满足犘（犪＜狕＜犫）＝∫

犫

犪
犳狕（狕）ｄ狕．

已知均匀分布犝（犪，犫）在区间（犪，犫）的概率密度函数为犳狕（狕）＝

１

犫－犪
，狕∈ （犪，犫）；

０，其他
烅

烄

烆 ．

用狌犺，狆（狕；狓，狋）

表示如下随机Ｂｕｒｇｅｒｓ’方程的有限元离散解：

　
ｄ

ｄｔ
狌（狕；狓，狋）＋狌（狕；狓，狋）



狓
狌（狕；狓，狋）＝ν


２

狓
２狌（狕；狓，狋）；

　狌（狕；０，狋）＝犪（狕；狋），　狌（狕；１，狋）＝犫（狕；狋），　狌（狕；狓）＝犮（狕；狓）．

为了求时间和空间点对于概率空间的平均和方差，首先利用一维Ｌａｇｒａｎｇｅ内插式得出关系式（１）：

　犐狌犺，狆（狕；狓，狋）≈
犕

犻＝１

狌犺，狆（狕
犻；狓，狋）犔（狕）＝

犕

犻＝１

狌犺，狆（狕
犻；狓，狋）∏

犕

犻＝１，犻≠犼

狕－狕
犻

狕犼－狕
犻
， （１）

这里犕 为配置点的个数．利用（１）式可以得出如下的一维随机函数狌犺，狆（狕；狓，狋）在概率空间上的平均和

方差的近似值：

　犈［狌犺，狆（狕；狓，狋）］＝珔狌犺，狆（狕；狓，狋）≈
犕

犽＝１

狌犺，狆（狕
犽；狓，狋）∫Γ

犔（狕）ρ（狕）ｄ狕＝
犕

犻＝１

狌犺，狆（狕
犻；狓，狋）ω犻， （２）

　犞ａｒ［狌犺，狆（狕；狓，狋）］≈
犕

犻＝１

［狌犺，狆（狕
犻；狓，狋）－珔狌犺，狆（狕；狓，狋）］

２

∫Γ
犔（狕）ρ（狕）ｄ狕＝

　　
犕

犻＝１

［狌犺，狆（狕
犻；狓，狋）－珔狌犺，狆（狕；狓，狋）］

２
ω犻， （３）

其中ω犻表示对应的Ｇａｕｓｓ积分点狕
犻的权重．

２　 全张量积（犜犘）插值法

与多维概率空间狕（ξ）＝［狕１（ξ），狕２（ξ），…，狕犖（ξ）］相对应的联合概率密度函数表示为ρ∶Γ
犖
→犚＋，

ρ∈犔
∞（Γ

犖）．用 狕１犽，狕
２
犽，…，狕

犽（犻狀
）｛ ｝犽 表示狕犽方向的犽（犻狀）个配置点集合，用犝犽表示狕犽方向的犽（犻狀）个配置

点的内插式［２３］，则有：

　犝犽［狌犺，狆（狕犽；狓，狋）］＝

犽（犻狀
）

犻＝１

狌犺，狆（狕
犻
犽；狓，狋）犔

犽（犻狀
）

犽 （狕犽），｛狕
１
犽，…，狕

犽（犻狀
）

犽 ｝∈Γ犽；

　犝犽∶犆
０（Γ犽）→犘犽（犻狀）－１（Γ犽）＝ｓｐａｎ｛狕

１
犽，狕

２
犽，…，狕

犽（犻狀
）

犽 ｝，犽＝１，…，犽（犻狀）．

上式中狕犽 方向的多项式次数为犽（犻狀）－１．

用狌犺，狆（狕；狓，狋）＝
犖

犻＝１
犝犽

（犻狀
）

犻 ［狌犺，狆（狕；狓，狋）］表示全张量积随机配置逼近，其中表示张量计算．利用一

维的Ｌａｇｒａｎｇｅ插值法可以得到如下犖 维的全张量积的Ｌａｇｒａｎｇｅ内插式：

　犐
犖狌犺，狆（狕；狓，狋）≈犝１  … 犝犖 ＝

犽（犻
１
）

犼１＝１

…

犽（犻犖
）

犼犖＝１

狌犺，狆（狕
犼１
１ ，…，狕

犼犖

犖
；狓，狋）·（犔犽

（犻
１
）

１  … 犔
犽（犻犖

）
犖 ）＝

　　

犽（犻
１
）

犼１＝１

…

犽（犻犖
）

犼犖＝１

狌犺，狆（狕
犼１
１ ，…，狕

犼犖

犖
；狓，狋）·∏

犖

犽＝１
∏

犽（犻狀
）

狊＝１，狊≠犺狀

狕犽－狕
狊
犽

狕
犺狀
犽 －狕

狊
犽

，狀＝１，…，犖． （４）

１２
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３　 稀疏网格配置法

稀疏网格配置方法是由俄罗斯数学家Ｓｍｏｌｙａｋ
［４］于１９６３年提出的，它是一种多变量问题的数值离

散方法，可有效求解多维积分［３６］．

首先考虑一维的Ｇａｕｓｓ积分犙
（犻）
犾 犵∶＝

犿
犻
犾

犼＝１

犵（狓犾犼）ω犾犼．定义嵌套式为

　Δ
犻（狀）
犾 犵＝（犙

犻（狀）
犾 －犙

犻（狀）
犾－１）犵，犙

１
０犵＝０． （５）

嵌套式Δ
犻（犽）
犾 犵的求积分权重是对应的犙

犻（犽）
犾 犵配置点犾和犾－１级权重之差．

对于犱维的函数犵，Ｓｍｏｌｙａｋ’ｓ方法可由式子

　犙
（犱）
犾 犵＝ 

犽
１≤犾＋犱－１

（Δ
犻（１）
犽
１  … Δ

犻（犱）
犽犱
）犵 （６）

得到，其中犾∈犖，犽∈犖
犱．

由（６）式可得出全张量积稀疏网格配置式：

　（犙
犻（１）
犾
１  … 犙

犻（犱）
犾犱
）犵＝

狀
１
犾
１

犼１＝１

…

狀
１
犾
犱

犼犱＝１

ω犾
１
犻
１
…ω犾犱犻犱犵（狓犾１犻１，…，狓犾犱犻犱）＝

　　
犱

犼＝１

１≤犽犼≤犾

（Δ
犻（１）
犽
１  … Δ

犻（犱）
犽犱
）犵， （７）

其中犽满足 犽 ∞ ＝ｍａｘ｛犽犼｝≤犾和 犽 １ ≤犾＋犱－１．利用（５）式和（６）式可得出
［７８］：

　犙
（犱）
犾 犵＝ 

犽
１≤犾＋犱－１

（－１）
犾＋犱－ 犽

１－１
犱－１

犽 １－

烄

烆

烌

烎犾
（犙犻

（１）
犽
１  … 犙

犻（犱）
犽犱
）犵＝

犾－１

犽＝１

（Δ
犻（１）
犽 犙

犻（犱－１）
犾－犽 ）犵，

　犙
犱＋１
犾＋１犵＝ 

犽
１≤犾＋犱－１

（Δ
犻（１）
犽
１  … Δ

犻（犱）
犽犱 犙

犻（犱）
犾＋犱－ 犽

１
）犵．

图１和图２是用ＣｌｅｎｓｈａｗＣｕｒｔｉｓ方法
［９］得到的全张量积（ＴＰ）插值法和稀疏网格配置法的二维配

置点．

图１　 全张量积插值配置点 图２　 嵌套式稀疏网格配置点

４　 实验结果

本文考虑如下的随机Ｂｕｒｇｅｒｓ’方程：

　


狋
狌（ξ；狓，狋）＋狌（ξ；狓，狋）



狓
狌（ξ；狓，狋）＝υ


２

狓
２狌（ξ；狓，狋）；

　狌（ξ；０，狋）＝１＋０．２ξ１，狌（ξ；１，狋）＝－１－０．２ξ２，狌（ξ；１，０）＝－２－０．２（ξ１＋ξ２）狓＋１＋０．２ξ１，

　υ＝０．０１，Δ狋＝０．１，Δ狓＝１／８０，犜＝１，ξ１，ξ２ ∈犝（０，１）． （８）

２２
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利用二维随机变量的稀疏网格配置法计算（８）式解的均值和方差．图３和图４是在时间犜＝１时（８）

式解的均值和方差，其中Ｌ２、Ｌ４和Ｌ６分别表示稀疏网格配置法的级别．图５是狓轴采样点和狔轴误差

的关系，其中‘＋－－＋’折线显示蒙特卡罗方法的采样点与解的收敛关系，‘０－－０’折线显示蒙特卡

罗方法取１０４ 个采样点时的解与稀疏网格配置法在不同级别解的关系，‘△－－△’折线显示稀疏网格

配置法在临近的级别之间误差的减少趋势．

图３　 时间犜＝１时（８）式解的平均 图４　 时间犜＝１时（８）式解的方差

图５　 误差的比较

　　实验结果（图５）表明：在计算精度上，稀疏网格配置法

的收敛速度明显优于蒙特卡罗方法，因此可以说明稀疏网

格配置法在求解随机Ｂｕｒｇｅｒ’ｓ方程方面具有可行性．表１

和表２中给出的是用蒙特卡罗方法和稀疏网格配置法的计

算时间（所用计算机为ｗｉｎ７，Ｉｎｔｅｌｉ７２．９３ＧＨｚ，８ＧＢ内

存）．由表１和表２可以看出，蒙特卡罗方法取１００００个采

样点时需要７２２ｓ，而稀疏网格配置法到第６个级别只需要

２３ｓ．从图３和图４可以看出，稀疏网格配置法在第６个级

别已经很接近蒙特卡罗方法取１００００个采样点时的结果．

由此表明，嵌套式稀疏网络配置法的计算精度以及计算效

率比蒙特卡罗方法有很大的提高．

表１　蒙特卡罗方法的计算时间

编号 １０ １００ １０００ １００００ １０００００

时间／ｓ １．７８ １４．２６ ７１．８１ ７２２．３２ ７２１９．５２

表２　嵌套式稀疏网格配置法的计算时间

ＳＧＣＣＬ２ ＳＧＣＣＬ３ ＳＧＣＣＬ４ ＳＧＣＣＬ５ ＳＧＣＣＬ６ ＳＧＣＣＬ７

编号 １３ ２９ ６５ １４５ ３２１ ７０５

时间／ｓ １．１７ ２．２８ ４．８３ １０．５２ ２３．１６ ９９．７５
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　　注记　定理２说明，当所有｛犜犻，犼｝犻，犼∈犖排成无穷矩阵（犜犻，犼）
∞
犻，犼＝１形状时，该定理只要求位于同一列的

任何３个映射满足拟收缩条件，并不要求所有３个映射之间都满足拟收缩条件，但要求位于不同列的任

何两个映射满足交换性；而定理１要求所有３个映射之间都满足拟收缩条件，但不要求任何交换性．另

外，无论怎样取初始点，以任何列的映射族构造出的序列都收敛于｛犜犻，犼｝犻，犼∈犖 的唯一公共不动点．
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