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摘要：研究了一类单部件可修复系统．首先利用补充变量法建立了模型，并证明了此系统的动态解以指数形

式收敛于系统的稳态解，并且当修复率μ（狓）为某一阶梯函数时，系统的瞬时可用度的极限不再是牢固可用

度，并给出了此时系统可靠的条件．
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　　 可用度是可修复系统的重要可靠性指标之一，它分为瞬时可用度和牢固可用度．在工程应用中，人

们通常注重的是牢固可用度．对于单部件可修系统的牢固可用度犃＝
犈（犡）

犈（犡）＋犈（犢）
，其中犡和犢 分别

代表系统的寿命和故障后的修理时间，国内外很多研究者进行了研究．例如：文献［１］的作者给出了任

意分布的置信限；文献［２４］通过一般化狆 值逼近给出了犡 和犢服从不同分布时的牢固可用度的估计

和置信限；文献［５］指出：对于单部件可修复系统的瞬时可用度，如果寿命分布和修理时间分布都是指

数分布，那么狋时刻的瞬时可用度可表示为犃（狋）＝ μ
λ＋μ

＋
λ

λ＋μ
ｅ－

（λ＋μ）狋，其中λ和μ分别是系统的常数

故障率和常数修复率，显然其瞬时可用度关于时间狋单调下降．目前为止，有关讨论单部件可修复系统

中修复率为函数时的情况还未见报道，为此，本文将研究修复率为函数时的单部件可修复系统的稳定性

和可靠性．
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１　 模型描述

单部件可修复系统由一个部件构成，当部件工作时系统工作，当部件故障时系统故障．当修复率为

函数时，利用文献［５］中的补充变量法，单部件可修复系统的模型可用如下方程组描述：

　

ｄ狆０（狋）

ｄ狋
＝－λ狆０（狋）＋∫

∞

０
μ（狓）狆１（狓，狋）ｄ狓，

狆１（狓，狋）

狓
＋
狆１（狓，狋）

狋
＝－μ（狓）狆１（狓，狋），

狆１（０，狋）＝λ狆０（狋），

狆０（０）＝１，狆１（狓，０）＝０

烅

烄

烆 ．

（１）

其中０状态表示系统正常运行，１状态表示系统故障，狆０（狋）代表狋时刻系统处于正常状态的概率，λ表示

系统的常数故障率，μ（狓）表示系统处于故障状态且修复时间为狓的修复率，狆１（狓，狋）为狋时刻系统处于

故障状态且修复时间为狓的概率．本文假设０＜μ（狓）＜＋∞，∫
∞

０
μ（ξ）ｄξ＝∞，显然狆０（狋）＋狆１（狋）＝１．

下面在Ｂａｎａｃｈ空间中用抽象Ｃａｕｃｈｙ问题的形式描述系统（１）．设犃＝ｄｉａｇ（－λ，－
ｄ

ｄ狓
－μ（狓）），

犅＝
０∫

∞

０
μ（狓）ｄ狓

烄

烆

烌

烎０ ０

．取状态空间犡＝ 狔∈犚×犔
１［０，∞）‖狔‖＝狔０ ＋‖狔１‖犔

１［０，∞｛ ｝） ，显然（犡，

· ）是一个Ｂａｎａｃｈ空间．取算子犃的定义域犇（犃）＝｛狆∈犡
ｄ狆１（狓）

ｄ狓
∈犔

１［０，∞），狆１（狓）是绝对连续

函数，且狆１（０）＝λ狆０｝，则系统（１）可描述为Ｂａｎａｃｈ空间犡中的一个抽象Ｃａｕｃｈｙ问题：

　

ｄ犘（狋）

ｄ狋
＝（犃＋犅）犘（狋），狋＞０；

犘（０）＝（１，０）
Ｔ

烅

烄

烆 ．

（２）

２　 系统解的稳定性

依照文献［６］，易验证：① 算子犃＋犅是预解正算子，且为耗散算子；② 当Ｒｅγ＞０时，γ∈ρ（犃），

并且 ‖ （γ犐－犃）－
１
‖≤

１

Ｒｅγ
．故由算子半群扰动理论可知，算子犃＋犅生成一个正的压缩犆０半群犜（狋），

并有如下结论：

定理１　 系统（２）存在唯一的非负解犘（狋），且犘（狋）＝犜（狋）犘（０）．

下面证明系统的解具有指数稳定性．

定理２　０是算子犃＋犅的简单本征值．

证明 　 考虑方程（γ犐－犃－犅）犘＝０，即

　－（γ＋λ）狆０＋∫
∞

０
μ（狓）狆１（狓）ｄ狓＝０， （３）

　
ｄ狆１（狓）

ｄ狓
＋（γ＋μ（狓））狆１（狓）＝０， （４）

解（４）式得狆１（狓）＝狆１（０）ｅ
－∫
狓

０
［γ＋μ（ξ）］ｄξ，将其代入（３）式得

　
－（γ＋λ）狆０＋狆１（０）∫

∞

０
μ（狓）ｅ

－∫
狓

０
［γ＋μ（ξ）］ｄξｄ狓＝０，

λ狆０－狆１（０）＝０

烅

烄

烆 ．

（５）

６１
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记方程组（５）的系数行列式为犇（γ）＝
－（γ＋λ）∫

∞

０
μ（狓）ｅ

－∫
狓

０
［γ＋μ（ξ）］ｄξｄ狓

λ －１

，特别地，当γ＝０时，

∫
∞

０
μ（狓）ｅ

－∫
狓

０
［γ＋μ（ξ）］ｄξｄ狓＝１，故此时犇（０）＝

－λ １

λ －１
＝０，即０是算子犃＋犅的本征值，而其对应的一

个非负本征向量为犘＝（狆０，狆１（狓））．

易知０是算子犃＋犅的共轭算子（犃＋犅） 的本征值，且犙＝（１，１）是算子（犃＋犅） 相应于０的本

征向量，于是有〈犘，犙〉＝狆０＋∫
∞

０
狆１（狓）ｄ狓＞０，且对任意犘∈犇（犃＋犅）有〈（犃＋犅）犘，犙〉＝０，即（犃＋

犅）犙＝０，从而０是犃＋犅的简单本征值．由此可知，若令 ‖狆０‖＝１，将犘＝（狆０，狆１（狓））正规化得到

的向量犘 ＝（^狆０，^狆１（狓））是系统的稳态正解．

定理３　γ∈犆 Ｒｅγ＞０或γ＝ｉ犪，犪∈犚，犪≠ ｝｛ ０ ρ（犃＋犅）．

证明 　 对 γ∈犆，Ｒｅγ＞０或γ＝ｉ犪，犪∈犚，犪≠０有：

　

（γ＋λ）狆０－∫
∞

０
μ（狓）狆１（狓）ｄ狓＝狔０，

ｄ狆１（狓）

ｄ狓
＋（γ＋μ（狓））狆１（狓）＝狔１（狓），

狆１（０）＝λ狆０

烅

烄

烆 ．

（６）

解方程组（６）得狆１（狓）＝λ狆０ｅ
－∫
狓

０
［γ＋μ（ξ）］ｄξ＋∫

狓

０

ｅ
－∫
狓

τ
［γ＋μ（ξ）］ｄξ狔１（τ）ｄτ，因为狔１（狓）∈犔

１［０，∞），故狆１（狓）∈

犔１［０，∞）．因此方程组（６）有唯一解，从而犚（γ犐－（犃＋犅））＝犡．由于γ犐－（犃＋犅）是闭算子，由闭图

像定理知，（γ犐－（犃＋犅））－
１ 存在且有界，故γ∈ρ（犃＋犅）．证毕．

定义犃
～

＝ｄｉａｇ（－λ－犮，－
ｄ

ｄ狓
－μ（狓）），犅

～

＝
犮∫

∞

０
μ（狓）ｄ狓

烄

烆

烌

烎０ ０

，其中０＜犮＜
１

狓∫
狓

０
μ（ξ）ｄξ，狓∈（０，

＋∞），此时犃
～

＋犅
～

＝犃＋犅．

定理４　 假定犃
～

与犮如前定义，则当Ｒｅγ＞－犮时，γ∈ρ（犃
～

），并且 ‖ （γ犐－犃
～

）－１‖ ≤
１

Ｒｅγ＋犮
．

证明 　当Ｒｅγ＞－犮时，对任意给定的狔＝（狔０，狔１（狓）），考虑预解方程（γ犐－犃
～

）犘＝狔，其中犘＝（狆０，

狆１（狓）），其解析表达式为

（γ＋λ＋犮）狆０＝狔０，

ｄ狆１（狓）

ｄ狓
＋（γ＋μ（狓））狆１（狓）＝狔１（狓），

狆１（０）＝λ狆０

烅

烄

烆 ．

由于Ｒｅγ＞－犮，故γ≠－λ－犮．解上述

方程组得狆０＝
狔０

γ＋λ＋犮
，狆１（狓）＝λ狆０ｅ

－∫
狓

０
［γ＋μ（ξ）］ｄξ＋∫

狓

０

ｅ
－∫
狓

τ
［γ＋μ（ξ）］ｄξ狔１（τ）ｄτ．

依照文献［７］中的估值方法，易知 ‖犘‖ ≤
１

Ｒｅγ＋犮
‖狔‖犔１［０，∞）．这说明Ｒｅγ＞－犮时，（γ犐－犃

～

）－１∶

犡→犡是有界的，所以γ∈ρ（犃
～

），并且 ‖ （γ犐－犃
～

）－１‖ ≤
１

Ｒｅγ＋犮
．

推论１　 设犃
～

如前定义，犮如前假定，那么算子犃
～

生成的压缩半群犛（狋）是指数衰减的，即对任意的

犮＞ω＞０，‖犛（狋）‖ ≤ｅ
－ω狋，狋＞０．

注意到算子犅
～

是一个有限秩算子，从而是紧算子，利用算子半群扰动定理以及紧扰动，有以下结果：

７１
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定理５　设犃
～

如前定义，犮如前假定，那么算子犃
～

＋犅
～

（即算子犃＋犅）生成的压缩半群犜（狋）具有下

面性质：

１）γ∈犆，Ｒｅγ＋犮＞０时，γ∈σ（犃＋犅）犇（γ）＝０．

２）设γ０＝０，对任意的γ犽∈｛γ∈犆狘Ｒｅγ＞－犮，犇（γ）＝０｝，γ犽≠γ０．其中γ犽按照实部递减排序

Ｒｅγ犽＋１ ≤Ｒｅγ犽，犽＝１，２，３，…，犖，则γ０＝０是犃＋犅的严格占优本征值．

３）设犘＝（^狆０^狆１（狓））是系统的稳态解，满足条件〈犘
，犙〉＝１，那么对犘（０）∈犡，犙＝（１，１），存在

常数犕 ＞０和δ＞０，使得 ‖犜（狋）犘（０）－〈犘（０），犙〉犘

‖ ≤犕ｅ

（Ｒｅγ１＋δ
）狋，狋≥０．

证明 　１）当Ｒｅγ＞－犮时，按照定理４，γ∈ρ（珦犃），那么γ犐－犃
～

－犅
～

＝（γ犐－犃
～

）（犐－犚（γ，犃
～

）犅
～

）．

因为紧算子存在非零谱值，其必为本征值，从而γ∈ρ（珦犃＋珟犅）的充要条件是１不是犚（γ，珦犃）珟犅的本征值．

因此，当Ｒｅγ＋犮＞０时，γ∈σ（犃＋犅）犇（γ）＝０．

２）易知犇（γ）在Ｒｅγ＞－犮上是解析函数，至多有有限个零点，且在有限区域内没有聚点．由上面的

讨论知：算子犃＋犅的谱在左半平面，虚轴上的点除零点外都在预解集中．因０是犃＋犅的具有正本征向

量的简单本征值，再由严格占优本征值的定义知０是严格占优本征值．

设γ０＝０，对任意的γ犽 ∈ ｛γ∈犆狘Ｒｅγ＞－犮，犇（γ）＝０｝，γ犽 ≠γ０．其中γ犽 按照实部递减排序

Ｒｅγ犽＋１ ≤Ｒｅγ犽，犽＝１，２，…，犖，则γ０＝０是犃＋犅的严格占优本征值．

３）依照半群扰动定理，紧扰动不改变半群的本质谱界，所以犃＋犅生成的半群犜（狋）与算子犃
～

生成

的半群犛（狋）有相同的本质谱界
［８９］，从而犜（狋）的本质谱界ω（犃＋犅）≤ω０（犃＋犅）．根据算子半群有限

展开定理，对犘（０）∈犡以及犙＝（１，１），存在常数犕 ＞０和δ＞０，使得

　‖犜（狋）犘（０）－〈犘（０），犙〉犘‖ ≤犕ｅ
（Ｒｅγ１＋δ

）狋，狋＞０．

上述结果表明，在一定条件下系统的动态解是以指数形式收敛于系统的稳态解．

３　 系统的可靠性分析

下面讨论μ（狓）为函数时，瞬时可用度狆０（狋）和牢固可用度狆

０ 的关系．通常人们将μ（狓）作为常数

来研究，此时ｌｉｍ
狋→∞
狆０（狋）＝狆


０ ，但是当μ（狓）为函数时，有时狆０（狋）并不以狆


０ 为极限．取μ（狓）为一个分段

函数：μ（狓）＝
μ０，０＜狓≤狋０，

μ１，狓＞狋０
烅
烄

烆 ．
若μ１＜μ０，易知系统的瞬时可用度狆０（狋）单调下降，并且ｌｉｍ

狋→∞
狆０（狋）＝狆


０ ．

而事实上，由于维修资本追加、设备维护水平提高等因素，修复率一般会增大，所以需考察当μ１ ＞μ０ 时

的情况．令μ１＝μ０＋犺，其中犺＞０．

定理６　 当０＜狋≤狋０ 时，狆０（狋）单调递减．

证明 　 由于狆１（狋）＝１－狆０（狋），故当０＜狋≤狋０ 时，系统中的第１个方程可化为
ｄ狆０（狋）

ｄ狋
＝－（λ＋

μ０）狆０（狋）＋μ０，解得狆０（狋）＝ｅ
－（λ＋μ０

）狋
狆０（０）＋∫

狋

０
ｅ－

（λ＋μ０
）（狋－狊）

μ０ｄ狊＝
λ

λ＋μ０
ｅ－

（λ＋μ０
）狋
＋ μ０

λ＋μ０
．显然

ｄ狆０（狋）

ｄ狋
＜０，

因此狆０（狋）单调递减．

定理７　 当狋＞狋０ 时，使狆０（狋）保持单调递减的条件是犺＜
λ＋μ０
ｅ
（λ＋μ０

）狋
０－１

．

证明　对系统重置初值，令犘（０）＝犘（狋０）＝（
λ

λ＋μ０
ｅ－

（λ＋μ０
）狋
０＋ μ０

λ＋μ０
， λ
λ＋μ０

－
λ

λ＋μ０
ｅ－

（λ＋μ０
）狋
０）．当

狋＞狋０ 时，方程（１）中的第１个方程可化为
ｄ狆０（狋）

ｄ狋
＝－（λ＋μ０＋犺）狆０（狋）＋μ０＋犺，解得
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　狆０（狋）＝
λ

λ＋μ０
ｅ－

（λ＋μ０
）狋
＋ μ０

λ＋μ０
－ μ０＋犺

λ＋μ０＋
（ ）犺 ｅ－（λ＋μ０＋犺）（狋－狋０）＋ μ０＋犺

λ＋μ０＋犺
．

对狆０（狋）求导得

　
ｄ狆０（狋）

ｄ狋
＝－（λ＋μ０＋犺）ｅ

－（λ＋μ０＋犺
）（狋－狋０

） λ
λ＋μ０

ｅ－
（λ＋μ０

）狋
０＋ μ０

λ＋μ０
－ μ０＋犺

λ＋μ０＋
（ ）犺 ，

显然－（λ＋μ０＋犺）ｅ
－（λ＋μ０＋犺

）（狋－狋０
）
＜０．令

ｄ狆０（狋）

ｄ狋
＜０，则有

λ
λ＋μ０

ｅ－
（λ＋μ０

）狋
０＋ μ０

λ＋μ０
－ μ０＋犺

λ＋μ０＋犺
＞０；整

理得犺＜
λ＋μ０
ｅ
（λ＋μ０

）狋
０－１

．

由此看出，当犺＜
λ＋μ０
ｅ
（λ＋μ０

）狋
０－１

时，狆０（狋）在整个定义域［０，＋∞）上单调递减，所以在整个定义域上

系统的瞬时可用度一直大于牢固可用度，且ｌｉｍ
狋→∞
狆０（狋）＝ μ０＋犺

λ＋μ０＋犺
＝狆


０ ．而当犺＞

λ＋μ０
ｅ
（λ＋μ０

）狋
０－１

时，狆０（狋）

在（狋０，＋∞）上单调递增，ｌｉｍ
狋→∞
狆０（狋）＝ μ０＋犺

λ＋μ０＋犺
＞狆


０ ，此时系统瞬时可用度的极限不再是牢固可用度．
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