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一类分数阶泛函差分边值问题解的存在性
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摘要：研究了一类离散分数阶边值问题解的存在性．首先给出了该问题的解的表达式，再根据解的表达式定

义一个算子，通过运用已知定理证明了此类边值问题解的存在性，然后将所得结论推广到高阶分数阶方程边

值问题．
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　　差分方程广泛应用于各领域，如计算机科学、动力系统、机械系统及经济系统等．近年来，由于分数

阶差分方程模型的不断出现以及对微分方程近似计算的需要，分数阶差分方程逐渐成为学者们关注的

研究课题，其基础理论也得到了进一步的发展．例如：文献［１２］分别研究了离散型分数阶微积分初值问

题和有限分数阶差分方程的两点边值问题；Ｃ．Ｓ．Ｇｏｏｄｒｉｃｈ
［３］研究了带有非局部条件的离散型分数阶边

值问题解的存在性和唯一性；文献［４５］分别对正定非线性项的差分边值问题进行了研究，得到了正定

差分边值问题正解的存在性；文献［６７］分别对非线性项具有混合单调性的差分方程正解的存在性进行

了研究．Ｍｉｌｌｅｒ和Ｒｏｓｓ
［９］最先对有限分数阶差分问题进行了研究，但目前为止，相关结果并不多．最近，

文献［１０］的作者进一步研究了有限分数阶差分问题，并提供了一种改进的方法．本文将对一类分数阶泛

函差分方程边值问题（１）—（３）的解的存在性进行研究．

本文考虑如下的离散分数阶方程边值问题：

　Δ
ν狓（狋）＝犳（狋＋ν－１，狓狋＋ν－２，Δ狓（狋＋ν－２）），狋∈ ０，犜＋［ ］１ 犖

０
； （１）

　狓（狊＋ν－２）＝φ（狊＋ν－２），狊∈ －犖，［ ］０ 犖
－犖
； （２）

　狓（犜＋ν＋１）＝犃． （３）
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其中犳∶ν－１，犜＋［ ］ν 犖
ν－１
×犉犖×犚→犚是连续的，且φ∈犉犖，犉犖＝ ｛狓狓∶［－犖＋ν－２，ν－２］犖－犖＋ν－２ →

犚｝，１＜ν＜２，犃∈犚．

１　 预备知识

给定整数犪和犫，且犪＜犫．设１＜ν＜２，记 犪＋狏－１，犫＋狏－［ ］１ 犖犪＋ν－１
＝｛犪＋ν－１，犪＋ν，…，犫＋

ν－１｝；犪＋ν－１，犫＋ν－［ ）１ 犖犪＋ν－１
＝ 犪＋ν－１，犪＋ν，…，犫＋ν－ ｝｛ ２ ．设函数狕∶［犪＋ν－１，犫＋ν－

１］犖犪＋ν－１ →犚，定义其在 犪＋ν－１，犫＋ν－［ ］１ 犖犪＋ν－１
上的模为 ‖狕‖＝ ｍａｘ

狊∈ 犪＋ν－１，犫＋ν－［ ］１
犖
犪＋ν－１

狕（狊） ．给定两

个自然数犜和犖，且犜＞犖．定义泛函空间犉犖＝ 狓 狓∶ －犖＋ν－２，ν－［ ］２ 犖犖＋ν－２ → ｝｛ 犚 ，易证犉犖 为

Ｂａｎａｃｈ空间，且对于任意狕∶［－犖＋ν－２，犜＋ν］犖
－犖＋ν－２ →犚，狋∈ ［０，犜＋２］犖０ 和狕狋＋ν－２ ∈犉犖，定义

狕狋＋ν－２（狊）＝狕（狋＋狊），狊∈ －犖，［ ］０ 犖
－犖
．

定义１
［１］
　犳的ν阶分数和定义为Δ

－ν
犪犳（狋）＝Δ

－ν
犪犳（狋；犪）∶＝

１

Γ（ν）
狋－ν

狊＝犪

（狋－狊－１）ν－
１
犳（狊），其中ν＞０，

狋∈犖犪＋ν．ν阶分数差分定义为Δ
－ν
犳（狋）∶＝Δ

犖
Δ
ν－犖
犳（狋），其中ν＞０，狋∈犖犪＋犖－ν（犖 为自然数满足０≤

犖－１＜ν≤犖）．

引理１
［１］
　设０≤犖－１＜ν≤犖，有Δ

－ν
Δ
ν
狔（狋）＝狔（狋）＋犆１狋

ν－１
＋犆２狋

ν－２
＋…＋犆犖狋

ν－犖，其中犆犻∈犚，

１≤犻≤犖．

引理２
［２］
　 令犆为一个带有模的线性空间犈的凸子集，并设０∈犆；设犉∶犆→犆是一个完全连续

的算子，并令ε（犉）＝ 狓∈犆 狓＝λ犉狓，λ∈ （０，１｛ ｝），则ε（犉）是无界的，或者犉有一个不动点．

２　 主要结果及其证明

定理１　 设犳∶ ０，犜＋［ ］１ 犖
０
×犉犖 ×犚→犚，则函数狓（狋）是差分方程（１）带有边界条件（２）和（３）

的解的充要条件是狓（狋）有以下形式：

狓（狋）＝
犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳（狊＋ν－１，狓狊＋ν－２，Δ狓（狊＋ν－２））＋
犃Γ（犜＋３）狋ν－

１

Γ（犜＋ν＋２）
－

　　　 φ（ν－２）狋
ν－１

（犜＋３）Γ（ν－１）
＋φ
（ν－２）狋ν－

２

Γ（ν－１）
，

其中犌（狋，狊）＝

（狋－狊－１）ν－
１

Γ（ν）
－
Γ（犜＋３）（犜＋ν－狊）ν－

１狋ν－１

Γ（ν）Γ（犜＋ν＋２）
，（狋，狊）∈犜１；

Γ（犜＋３）（犜＋ν－狊）ν－
１狋ν－１

Γ（ν）Γ（犜＋ν＋２）
，（狋，狊）∈犜２

烅

烄

烆
，

　犜１＝ （狋，狊）∈ ν－２，犜＋ν＋［ ］１ 犖
ν－２
× ０，犜＋［ ］１ 犖

０
：０≤狊＜狋－ν＋１≤犜＋｛ ｝２ ，

　犜２＝ （狋，狊）∈ ν－２，犜＋ν＋［ ］１ 犖
ν－２
× ０，犜＋［ ］１ 犖

０
：０≤狋－ν＋１≤狊≤犜＋｛ ｝２ ．

证明　 由引理１，可得Δ－νΔν狓（狋）＝Δ－ν犳（狋＋ν－１，狓狋＋ν－２，Δ狓（狋＋ν－２））＝狓（狋）＋犆１狋
ν－１
＋犆２狋

ν－２，

则狓（狋）＝Δ－ν犳（狋＋ν－１，狓狋＋ν－２，Δ狓（狋＋ν－２））＋犆１狋
ν－１
＋犆２狋

ν－２，再由边值条件（２）得到犆２＝φ
（ν－２）

Γ（ν－１）
．

利用边界条件（３），狋＝犜＋ν＋１时，有狓（犜＋ν＋１）＝ ［Δ－ν犳（狋＋ν－１，狓狋＋ν－２，Δ狓（狋＋ν－２））＋犆１狋
ν－１
＋

犆２狋
ν－２］狋＝犜＋ν＋１＝犃，因此犆１ ＝［犃－

１

Γ（ν）
犜＋１

狊＝０

（犜＋ν－狊）ν－
１
犳（狊＋ν－１，狓狊＋ν－２，Δ狓（狊＋ν－２））－

φ（ν－２）Γ（犜＋ν＋２）

Γ（ν－１）Γ（犜＋４）
］ Γ

（犜＋３）

Γ（犜＋ν＋２）
．从而得到满足条件（２）和（３）的方程（１）的解狓（狋）＝

犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳（狊＋

ν－１，狓狊＋ν－２，Δ狓（狊＋ν－２））＋
犃Γ（犜＋３）狋ν－

１

Γ（犜＋ν＋２）
－ φ（ν－２）狋

ν－１

（犜＋３）Γ（ν－１）
＋φ
（ν－２）狋ν－

２

Γ（ν－１）
．

２１
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定义变换犛如下：

　犛狓（狋）＝


犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳（狊＋ν－１，狓狊＋ν－２，Δ狓（狊＋ν－２））＋
犃Γ（犜＋３）狋ν－

１

Γ（犜＋ν＋２）
－ φ（ν－２）狋

ν－１

（犜＋３）Γ（ν－１）
＋

　　φ
（ν－２）狋ν－

２

Γ（ν－１）
，狋∈ ν－２，犜＋ν＋［ ］１ 犖

ν－２
；

φ（狋），狋∈ －犖＋ν－２，ν－［ ］２ 犖
－犖＋ν－２

烅

烄

烆 ．

定理２　 令犳∶ ０，犜＋［ ］１ ×犉犖×犚→犚是连续的，若对于任意的０＜λ＜１，存在犕＞０，使对于

满足条件（５）和（６）的方程（４）的解狓，有‖狓‖［ν－２，犜＋ν＋１］犖
ν－２
≤犕，则边值问题（１）—（３）至少有一个解．

　Δ
ν狓（狋）＝λ犳（狋＋ν－１，狓狋＋ν－２，Δ狓（狋＋ν－２）），狋∈ ０，犜＋［ ］１ 犖

０
； （４）

　狓（狊＋ν－２）＝φ（狊＋ν－２），　狊∈ －犖，［ ］０ 犖
－犖
； （５）

　狓（犜＋ν＋１）＝λ犃． （６）

证明 　 当λ＝０时，边值问题（４）—（６）即为（１）—（３）．不妨设λ≠０，则证明过程分为φ（ν－２）＝０

和φ（ν－２）≠０两种情况．

１）当φ（ν－２）＝０时，定义泛函空间犈＝ 狓狓∶ ν－２，犜＋ν＋［ ］１ 犖
ν－２ →｛ ｝犚 和其上元素狓的模

‖狓‖ ν－２，犜＋ν＋［ ］１
犖
ν－２

，并设子集犆＝ 狓∈犈狓（ν－２）＝｛ ｝０ ．因为对于狓，狔∈犆有 λ狓＋（１－λ）［ ］狔 （ν－

２）＝λ狓（ν－２）＋（１－λ）狔（ν－２）＝０，从而λ狓＋（１－λ）狔∈犆，所以犆为凸子集．定义算子犎∶犆→

犈为犎狓（狋）＝
犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳（狊＋ν－１，狓狊＋ν－２，Δ狓（狊＋ν－２））＋
犃Γ（犜＋３）狋ν－

１

Γ（犜＋ν＋２）
，狋∈ ［ν－２，犜＋ν］犖ν－２，

其中狓狊（θ）＝
狓（狊＋θ），狊＋θ≥０；

φ（狊＋θ），狊＋θ＜０
烅
烄

烆 ．
由于对 狓∈犆有狓（ν－２）＝０，则有犎狓（ν－２）＝

犜＋１

狊＝０

犌（ν－２，

狊）犳（狊＋ν－１，狓狊＋ν－２，Δ狓（狊＋ν－２））＋
犃Γ（犜＋３）（ν－２）ν－

１

Γ（犜＋ν＋２）
＝０，所以犎（犆）犆．又因为犳是连续的，

所以犉也是连续的．为了证明犎∶犆→犈是紧的，取犆中有界序列 狓｛ ｝犽
∞
犽＝１，显然存在一个子序列 狓犽｛ ｝犼

和珚狓∈犆，使得狓犽犼（狋）→珚狓（狋），因此 犎（狓犽犼（狋））＝
犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳（狊＋ν－１，狓犽犼狊＋ν－２，Δ狓犽犼（狊＋ν－２））＋

犃Γ（犜＋３）狋ν－
１

Γ（犜＋ν＋２）
→

犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳（狊＋ν－１，珚狓狊＋ν－２，Δ珚狓（狊＋ν－２））＋
犃Γ（犜＋３）狋ν－

１

Γ（犜＋ν＋２）
＝犎珚狓（狋），由此可知

犎∶犆→犈是完全连续的．又由（４）—（６）式知，ε（犎）＝ 狓∈犆 狓＝λ犎狓，λ∈ （０，１｛ ｝） 是有界集．再

利用引理２得犎∶犆→犈的一个不动点珚狓∈犆，则函数狕（狋）＝
狓（狋），狋∈ ν－２，犜＋ν＋［ ］１ 犖

ν－２
；

φ（狋），狋∈ －犖＋ν－２，ν－［ ］２ 犖
－犖＋ν－

烅
烄

烆 ２

是

边值问题（１）—（３）的一个解．

２）当φ（ν－２）≠０时，令狔＝狓－φ（ν－２），那么

　Δ
ν
狔（狋）＝Δν（狓（狋）－φ（ν－２））＝Δ

ν狓（狋）－Δνφ（ν－２）≡犳
－

（狋＋ν－１，狔狋＋ν－２，Δ狔（狋＋ν－２））；

（７）

　狔（狊＋ν－２）＝φ（狊＋ν－２）－φ（ν－２）≡珔φ（狊＋ν－２），狊∈ －犖，［ ］０ 犖
－犖
； （８）

　狔（犜＋ν＋１）＝犃－φ（ν－２）≡珡犃． （９）

（７）—（９）式的解狔（狋）＝
犜＋１

狊＝０

犌（狋，狊）犳
－

（狊＋ν－１，狔狊＋ν－２，Δ狔（狊＋ν－２））＋
犃
－

Γ（犜＋３）狋ν－
１

Γ（犜＋ν＋２）
．运用φ（ν－２）＝０

时的证明方式，可知狓（狋）＝狔（狋）＋φ（ν－２）是边值问题（１）—（３）的一个解．

下面讨论高阶离散分数阶方程边值问题（１０）—（１２），其中犖－１＜ν＜犖．

　Δ
ν狓（狋）＝犳（狋＋ν－犖＋１，狓狋＋ν－犖，…，Δ

犖－１狓（狋＋ν－犖）），狋∈ ０，犜＋［ ］１ 犖
０
； （１０）

３１
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　狓（狊＋ν－犖）＝φ（狊＋ν－犖），狊∈ －犖，［ ］０ 犖
－犖
； （１１）

　Δ
犻狓（犜＋ν＋３－犖）＝犃犻，犻＝０，１，２，…，犖－２． （１２）

类似于定理２，得以下定理：

定理３　 令犳∶ ０，犜＋［ ］１ ×犉
－

犖 ×犚
狀－１
→犚是连续的，若对于任意的０＜λ＜１，存在犕 ＞０，使

对于边值问题（１３）—（１５）的解狓，有‖狓‖［ν－２，犜＋ν＋１］≤犕，则边值问题（１０）—（１２）至少有一个解．

　Δ
ν狓（狋）＝λ犳（狋＋ν－犖＋１，狓狋＋ν－犖，…，Δ

犖－１狓（狋＋ν－犖）），狋∈ ０，犜＋［ ］１ 犖
０
； （１３）

　狓（狊＋ν－犖）＝φ（狊＋ν－犖），狊∈ －犖，［ ］０ 犖
－犖
； （１４）

　Δ
犻狓（犜＋ν＋３－犖）＝λ犃犻，犻＝０，１，２，…，犖－２． （１５）

其中犉
－

＝｛狓狘狓∶［ν－２犖，ν－犖］犖
ν－２犖 →犚｝．

证明 　 先求解边值问题（１０）—（１２），由引理１知其解为

　狓（狋）＝Δ－ν犳（狋＋ν－犖＋１，狓狋＋ν－犖，…，Δ
犖－１狓（狋＋ν－犖））＋犆１狋

ν－１
＋犆２狋

ν－２
＋…＋犆犖狋

ν－犖，

（１６）

由边界条件（１４）得犆犖＝ φ（ν－犖）

Γ（ν－犖＋１）
．再根据边界条件（１５），可以求得犆１，犆２，…，犆犖－１皆为带有φ（ν－犖）

的常数，所以（１６）式可以化为狓（狋）＝Δ－ν犳（狋＋ν－犖＋１，狓狋＋ν－犖，…，Δ
犖－１狓（狋＋ν－犖））＋犅１狋

ν－１
＋…＋

犅犖－１狋
ν－犖＋１

＋φ（ν－犖）犅１狋
ν－１
＋…＋

狋ν－犖

Γ（ν－犖＋１［ ］） ，其中犅１，犅２，…，犅犖－１为不带有φ（ν－犖）的常数．
再利用类似于定理２的证明，即证得结论．
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