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摘要：研究了带有高斯取整函数的两个非线性三项递推关系φ犽－１＋φ犽＋１ ＝ φ［ ］犽 ，φ犽－１＋φ犽＋φ犽＋１ ＝ φ［ ］犽 ，

犽∈犣的周期性，通过递推分析找到了两个递推关系的所有解的最小正周期，并证明了任何解的周期均为１２．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｔｗｏｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｈｒｅｅｔｅｒｍｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｓφ犽－１＋φ犽＋１＝ φ［ ］犽 ，ａｎｄφ犽－１＋φ犽＋φ犽＋１＝ φ［ ］犽 ，

犽∈犣ｉｎｖｏｌｖｉｎｇｔｈｅＧａｕｓｓｂｒａｃｋｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｂｙｒｅｃｕｒｓｉｏｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓ，ｗｅｆｉｎｄｔｈｅｌｅａｓｔｐｅｒｉｏｄｓｏｆ

ａｌｌｔｈｅｉｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｐｒｏｖｅｔｈａｔａｎｙｓｏｌｕｔｉｏｎｈａｓｔｈｅｐｅｒｉｏｄ１２．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎ；ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｇｅｎｅｒａｔｏｒ；ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ

０　引言

因非光滑动力系统可以模拟脉冲控制功能的物理过程，因此具有重要研究意义．通常，这些系统很

难处理，因此找到有通解或可完整分析其周期性的源方程十分重要．本文介绍了两种带有高斯取整函数

的不连续三项递推关系，并给出了它们的周期性，为处理该类问题的周期性提供了一种参考方法．本文

的研究方法是基于把解的整数部分和分数部分分开，通过递推分析寻找它们的最小周期．类似于本文的

方法已应用于 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ方程的不连续递推关系
［１３］．

考虑不连续递推关系

　φ犽－１＋φ犽＋１＝ φ［ ］犽 ， （１）

其中犽∈犣∶＝ …，－１，０，１｛ ｝，… ．假设φ是问题（１）的一个整数解，即对任意犽，φ犽是整数，则（１）式是

线性齐次递推关系

　φ犽－１＋φ犽＋１＝φ犽， （２）
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其特征方程为狓２－狓＋１＝０．这是一个序为６的割圆多项式，其根为λ±＝ｃｏｓπ／（ ）３ ±ｉｓｉｎπ／（ ）３
［４５］．因

此，φ是周期的并且周期为６．然而，当φ犽 不是整数时，确定问题（１）的非整数解的周期并不容易．因此，

本文将证明：如果φ是问题（１）的解，则φ是周期的并且１２是它的周期；φ的最小周期为１，４，６或１２
［４］．

为了方便，本文对文中的一些符号和基本概念作如下说明：

（ａ）犚，犣，犖和犣＋ 分别表示实数集，整数集，非负整数集和正整数集．

（ｂ）令狓为实数．［］狓 为不超过狓的最大整数．定义狓取整为［］狓 ，狓取分数为〈狓〉＝ 狓－ ［］（ ）狓 ∈

［０，１）．若〈狓〉＝０，则 〈狓［ ］〉＝０；若〈狓〉∈ （０，１），则 －〈狓［ ］〉＝ －１＋ １－〈狓（ ）［ ］〉 ＝ －［ ］１ ＝－１，当

〈〈狓〉〉＝〈狓〉时，有〈１－〈狓〉〉＝１－〈狓〉．假设α是整数，ε∈ ［０，１），有［α＋ε］＝［α］＝α且［α－ε］＝

［α］＝α，ε＝０；

［α－１＋ １－（ ）ε ］＝α－１，ε∈ （０，１）
烅
烄

烆 ．
另外，若ε＞０，则有〈α＋ε〉＝〈α〉＋〈ε〉＝〈ε〉和〈α＋１－ε〉＝

〈α〉＋〈１－ε〉＝〈１－ε〉．

（ｃ）若任意ψ犻是整数，则实序列ψ＝ ψ｛ ｝犻 犻∈犣
是整数列．若存在犽∈犣，使得ψ犽不是整数，则ψ是非

整数列．

（ｄ）对任意犻∈犣，存在正整数τ，使得ψ犻＋τ＝ψ犻，则（标量或向量）序列ψ＝｛ψ犿｝犿∈犣叫做周期的．正

整数τ叫做ψ的周期．若ψ是周期的，且在ψ的所有周期中，存在最小周期Ωψ，记Ωψ＝ω，则ψ是ω周

期的，或叫做存在最小周期ω．即在周期序列中，实序列ψ的最小周期就是这个序列的周期．

１　 主要结果

１．１　 递推关系（１）的周期性．讨论如下函数的非线性三项递推关系的周期解：

　φ犽＋１＋φ犽－１＝ φ［ ］犽 ，犽∈犣． （３）

实序列φ＝ φ｛ ｝犽 犽∈犣
是（３）式的解，是指将其代入（３）式使其成为恒等式．（３）式可以改写为：

　φ犽＋１＝ φ［ ］犽 －φ犽－１， （４）

　φ犽－１＝ φ［ ］犽 －φ犽＋１， （５）

由此知（３）式的解φ是由其任意两个连续项（φ犽，φ犽＋１）唯一决定的，尤其易知φ是（３）式的整数解，当且

仅当对任意犿∈犣，φ犿 和φ犿＋１ 是整数．

定义３个集合：Γ０ ＝（０，１）× （０，１），Γ１ ＝（０，１）× ｛｝０ 和 Γ２ ＝ ｛｝０ × （０，１）．这３个集合将

狌，（ ）狏 ∈犚
２ ０≤狌，狏＜｛ ｝１＼ ０，（ ）｛ ｝０ 进行了分块．通过高斯取整函数的性质，有如下的引理．

引理１　 设φ是（３）式的解，则存在犽∈犣，使得：

　〈φ犽＋２〉∈
｛｝０ ，〈φ犽〉＝０，

０，（ ）１ ，〈φ犽〉＞０
烅
烄

烆 ；
（６）

　 φ犽＋［ ］２ ＝
φ犽＋［ ］１ － φ［ ］犽 ，〈φ犽〉＝０，

φ犽＋［ ］１ － φ［ ］犽 －１，〈φ犽〉≠０
烅
烄

烆 ；
（７）

　φ犽＋３＝

－１－ φ［ ］犽 －〈φ犽＋１〉， 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉∈Γ０，

－１－ φ［ ］犽 ， 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉∈Γ１，

－ φ［ ］犽 －〈φ犽＋１〉， 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉∈Γ２，

－ φ［ ］犽 ， 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉∈ ０，（ ）｛ ｝０

烅

烄

烆 ．

（８）

证明 　 不失一般性，令犽＝０．首先考虑（６）式，由（３）式得

　 φ［ ］２ ＝ φ［ ］１ －φ［ ］０ ＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ ＋〈φ０（ ）［ ］〉 ＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ ＋ －〈φ０［ ］〉 ． （９）

注意到〈φ０〉∈ ［０，１），若〈φ０〉∈ ０，（ ）１ ，则 １－〈φ０（ ）〉∈ ０，（ ）１ ．因此，若〈φ０〉＝０，则由（９）式得φ２＝

２
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φ［ ］２ ＋〈φ２〉＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ ＋ －〈φ０［ ］〉＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ ，从而〈φ２〉＝０；若〈φ０〉＞０，则 １－〈φ０（ ）〉 ∈

０，（ ）１ ，再由（９）式得φ２＝ φ［ ］２ ＋〈φ２〉＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ －（ ）１ ＋ １－〈φ１（ ）〉，从而 φ［ ］２ ＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ －１，

〈φ２〉＝１－〈φ０〉，（６）式成立．

考虑（７）式，由（３）式可知

　 φ［ ］０ － φ［ ］１ ＋ φ［ ］２ ＝ φ［ ］０ － φ［ ］１ ＋ φ［ ］１ －φ［ ］０ ＝ φ［ ］０ － φ［ ］１ ＋ φ［ ］１ ＋ －φ［ ］０ ＝

　　 φ［ ］０ ＋ － φ［ ］０ ＋〈φ０（ ）［ ］〉 ＝ －〈φ０［ ］〉． （１０）

因为〈φ０〉∈［０，１），所以如果〈φ０〉＝０（或〈φ０〉＞０），则可得出 －〈φ０［ ］〉＝０（或－１），由此（７）式成立．

考虑（８）式．假设 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉∈ ０，（ ）｛ ｝０ ，由（６）式得〈φ２〉＝０，再由（３）式和（７）式得φ３＝ φ［ ］２ －

φ１＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ －φ１＝－ φ［ ］０ ．假设 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉∈Γ０，由（６）式知〈φ２〉＞０，而由（３）式和（７）式得

φ３＝ φ［ ］２ －φ１＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ －１－ φ［ ］１ －〈φ１〉＝－１－ φ［ ］０ －〈φ１〉．再由（６）式和（７）式知，若

〈φ０〉，〈φ１（ ）〉 ∈Γ１，则〈φ０〉＞０，〈φ１〉＝０．所以φ３＝ φ［ ］２ －φ１＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ －１－φ１＝－１－ φ［ ］０ ．

若 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉∈Γ２，则〈φ０〉＝０，〈φ１〉＞０．所以φ３＝ φ［ ］２ －φ１＝ φ［ ］１ － φ［ ］０ － φ［ ］１ －〈φ１〉＝

－ φ［ ］０ －〈φ１〉，由此（８）式成立．证毕．

注１　 令φ 是（３）式的解，则 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉 ∈ Γ０ ∪ Γ１ ∪ Γ２ ∪ ０，（ ）｛ ｝０ ．若 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉 ∈

０，（ ）｛ ｝０ ∪Γ０，则对任意犿∈犣
＋ 有 〈φ犿〉，〈φ犿＋１（ ）〉 ∈ ０，（ ）｛ ｝０ ∪Γ０；否则，对任意狀∈犣

＋，有

　 〈φ狀〉，〈φ狀＋１（ ）〉∈Γα＋１，狀≡αｍｏｄ２． （１１）

事实上，假设φ 是（３）式的解，则由定义知 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉 ∈ Γ０ ∪ Γ１ ∪ Γ２ ∪ ０，（ ）｛ ｝０ ．设

〈φ０〉，〈φ１（ ）〉 ∈ ０，（ ）｛ ｝０ ，由（６）式知φ２和φ３仍然是整数．因此，由归纳知对任意犽∈犣
＋，φ犽和φ犽＋１为

整数，即 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉＝ ０，（ ）０ ．设 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉∈Γ０，则由（６）式知〈φ２〉，〈φ３〉∈ ０，（ ）１ ．同样，通过归

纳有 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉∈ ０，（ ）１ ，犽∈犣
＋．

假设 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉∈Γ１ ∪Γ２，若 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉 ∈Γ１，则〈φ０〉＞０和〈φ１〉＝０．由（６）式得〈φ２〉∈

０，（ ）１ 和〈φ３〉＝０，从而有 〈φ１〉，〈φ２（ ）〉∈Γ２ 且 〈φ２〉，〈φ３（ ）〉 ∈Γ１．由归纳知（１１）式是正确的，并且当

〈φ０〉，〈φ１（ ）〉∈Γ２ 时，也可以用相同的方法处理．

引理２　（３）式的任意整数解φ是周期的，并且周期为６．如果存在犽∈犣，使φ犽＝φ犽＋１＝０，则φ＝

｛｝０ ；否则，φ的周期是６．

证明 　 因为φ是（３）式的整数解，对任意犽∈犣有〈φ犽〉＝０．首先由（８）式知，φ犽＋６＝－φ犽＋３＝

－ －φ（ ）犽 ＝φ犽且φ犽＋７＝－φ犽＋４＝－ －φ犽＋（ ）１ ＝φ犽＋１，由此证明了６是φ的周期．因此，Ωφ＝１，２，３或６．

假设３是φ的周期，由（８）式得φ犽＋３＝－φ犽＝φ犽且φ犽＋４＝－φ犽＋１＝φ犽＋１，从而有φ犽＝φ犽＋１＝０．φ＝｛｝０ 意

味着Ωφ＝１．假设Ωφ＝２，由（３）式知φ犽＋２＝ φ犽＋［ ］１ －φ犽＝φ犽＋１－φ犽＝φ犽，由（８）式知φ犽＋３＝－φ犽＝φ犽＋１，

于是有φ犽＝φ犽＋１＝０，这与假设矛盾．因此，若φ犽＝φ犽＋１＝０，由φ＝｛｝０ 得Ωφ＝１；否则，Ωφ＝６．证毕．

引理３　（３）式的任意非整数解ψ是周期的，其周期为１２．

证明 　 因为ψ是（３）式的非整数解，对任意犽∈犣，有〈ψ犽〉≠０或〈ψ犽＋１〉≠０．因此，由定义易知

〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ０ ∪Γ１ ∪Γ２．首先证明（１２）式成立．

　 ψ犽＋６，ψ犽＋（ ）７ ＝

ψ［ ］犽 ，ψ犽＋［ ］（ ）１ ＋ １－〈ψ犽〉，１－〈ψ犽＋１（ ）〉 ， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ０，

ψ［ ］犽 ，ψ犽＋［ ］（ ）１ ＋ １－〈ψ犽〉，（ ）０ ， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ１，

ψ［ ］犽 ，ψ犽＋［ ］（ ）１ ＋ ０，１－〈ψ犽＋１（ ）〉 ， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ２

烅

烄

烆 ．

（１２）

由（８）式有

　 ψ犽＋［ ］３ ＝

－２－ ψ［ ］犽 ， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ０，

－１－ ψ［ ］犽 ， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ１ ∪Γ２，

－ ψ［ ］犽 ， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈ ０，（ ）｛ ｝０

烅

烄

烆 ．

（１３）

３
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再由（４）式得

　ψ６＝ ψ［ ］５ －ψ４＝ ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＋ψ２＝ ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＋ ψ［ ］１ －ψ０． （１４）

为简便起见，令犽＝０．若 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉 ∈Γ０，则由注１、〈ψ２〉＞０和（１３）、（６）式有

　 ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＝－２－ ψ［ ］２ － －２－ ψ［ ］（ ）０ ＝ ψ［ ］０ － ψ［ ］１ － ψ［ ］０ －（ ）１ ＝２ψ［ ］０ － ψ［ ］１ ＋１．

因此，由（１４）式得

　ψ６＝ ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＋ ψ［ ］１ －ψ０＝２ψ［ ］０ － ψ［ ］１ ＋１＋ ψ［ ］１ － ψ［ ］０ －〈ψ０〉＝ ψ［ ］０ ＋１－〈ψ０〉．

通过类似方法易知ψ７＝ ψ［ ］１ ＋１－〈ψ１〉．通过归纳可知，〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ０ 时，（１２）式是正确的．设

〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉 ∈Γ１ 或Γ２．由（１１）式、〈ψ２〉，〈ψ３（ ）〉∈Γ１ ∪Γ２ 和（１３）式有

　 ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＝－１－ ψ［ ］２ － －１－ ψ［ ］（ ）０ ＝ ψ［ ］０ － ψ［ ］２ ． （１５）

若 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉∈Γ１，则〈ψ０〉＞０．再由（１４）、（１５）和（７）式得

　ψ６＝ ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＋ ψ［ ］１ －ψ０＝ ψ［ ］０ － ψ［ ］２ ＋ ψ［ ］１ －ψ０＝

　　 ψ［ ］０ － ψ［ ］１ － ψ［ ］０ －（ ）１ ＋ ψ［ ］１ － ψ［ ］０ －〈ψ０〉＝ ψ［ ］０ ＋１－〈ψ０〉．

若 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉∈Γ２，则〈ψ０〉＝０，即φ０＝ φ［ ］０ ．再由（１４）、（１５）和（７）式得

　ψ６＝ ψ［ ］５ － ψ［ ］３ ＋ ψ［ ］１ －ψ０＝ ψ［ ］０ － ψ［ ］２ ＋ ψ［ ］１ －ψ０＝

　　 ψ［ ］０ － ψ［ ］１ － ψ［ ］（ ）０ ＋ ψ［ ］１ － ψ［ ］０ ＝ ψ［ ］０ ．

由（１１）式知，若 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉∈Γ１（或 ∈Γ２），则有 〈ψ１〉，〈ψ２（ ）〉∈Γ２（或 ∈Γ１）．因此有

　ψ７＝
ψ［ ］１ ， 〈ψ１〉，〈ψ２（ ）〉∈Γ１；

ψ［ ］１ ＋１－〈ψ１〉， 〈ψ１〉，〈ψ２（ ）〉∈Γ２
烅
烄

烆 ．

综上所述，当 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉∈Γ１ 或Γ２ 时，（１２）式成立．

下面证明１２是ψ的周期．设存在犽∈犣，有 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ０．则由注１可知，对任意犽∈犣，有

〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ０．由（１２）式得

　ψ犽＋１２＝ ψ犽＋［ ］６ ＋１－〈ψ犽＋６〉＝ ψ［ ］犽 ＋１－〈ψ犽［ ］〉＋１－〈ψ［ ］犽 ＋１－〈ψ犽〉〉＝

　　 ψ［ ］犽 ＋ １－〈ψ犽［ ］〉＋１－〈ψ［ ］犽 〉－〈１－〈ψ犽〉〉＝ ψ［ ］犽 ＋１－〈１－〈ψ犽〉〉＝

　　 ψ［ ］犽 ＋１－１＋〈ψ犽〉＝ ψ［ ］犽 ＋〈ψ犽〉＝ψ犽．

同理，易得ψ犽＋１３＝ψ犽＋１，即１２是ψ的周期．设 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ１ 或Γ２，若 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ１，则有

ψ犽＋１＝ψ［ ］犽 ．由（１１）式知，〈ψ犽＋６〉，〈ψ犽＋７（ ）〉 ∈Γ１ 且 〈ψ犽＋１〉，〈ψ犽＋２〉，〈ψ犽＋７〉，〈ψ犽＋８ ）（ 〉 ∈Γ２．因此，由（１２）

式和之前的讨论可得ψ犽＋１２＝ ψ犽＋［ ］６ ＋１－〈ψ犽＋６〉＝ψ犽，并且ψ１３＝ ψ犽＋［ ］７ ＝ ψ犽＋［ ］１ ＝ψ犽＋１．因此ψ是周期

的，且周期为１２．当 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ２ 时，可用类似的方法讨论．证毕．

定理１　 对（３）式中任意解ψ（ψ是周期的且周期为１２），有如下结论成立：

（ｉ）设ψ是（３）式的整数解，对任意犽∈犣，〈φ犽〉＝〈φ犽＋１〉＝０，且

　Ωψ＝
１，ψ犽，ψ犽＋（ ）１ ＝ ０，（ ）０ ，

６，其他
烅
烄

烆 ．
（１６）

（ｉｉ）设ψ是（３）式的非整数解，对任意犽∈犣， 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉 ∈Γ０∪Γ１∪Γ２．若 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈

Γ０， ψ［ ］犽 ，ψ犽＋［ ］（ ）１ ＝ －１，－（ ）１ ，则

　Ωψ＝
１， 〈ψ〉犽，〈ψ犽＋１（ ）〉＝ １／２，１／（ ）２ ，

４， 〈ψ〉犽，〈ψ犽＋１（ ）〉≠ １／２，１／（ ）２
烅
烄

烆 ；
（１７）

否则

　Ωψ＝
６， 〈ψ〉犽，〈ψ犽＋１（ ）〉∈ １／２，１／（ ）２ ，１／２，（ ）０ ，０，１／（ ）｛ ｝２ ，

１２，其他
烅
烄

烆 ．
（１８）

４
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证明　由引理２知，若ψ是（３）式的整数解，则（１６）式成立．假设ψ是（３）式的非整数解，则由（３）式

可知，存在犽∈犣，使得〈ψ犽〉≠０或〈ψ犽＋１〉≠０，即 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ０∪Γ１∪Γ２．为了简便，令犽＝０．

首先证明（１７）式成立．令 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉＝ 狌，（ ）狏 ∈Γ０，ψ［ ］０ ＝ ψ［ ］１ ＝－１，当狌，狏∈ ０，（ ）１ 时，－［ ］狌 ＝

－［ ］狏 ＝－１．若 狌，（ ）狏 ＝ １／２，１／（ ）２ ，则ψ０＝ψ１＝－１／２．再由（３）式有

　ψ２＝ ψ［ ］１ －ψ０＝ －［ ］１２ ＋
１

２
＝－１＋

１

２
＝－

１

２
，

　ψ３＝ ψ［ ］２ －ψ１＝ －［ ］１２ ＋
１

２
＝－１＋

１

２
＝－

１

２
，

于是有ψ＝ －１／｛ ｝２ ．若 狌，（ ）狏 ≠ １／２，１／（ ）２ ，则由（３）式知：

　ψ２＝ ψ［ ］１ －ψ０＝－１－ －１＋（ ）狏 ＝－狌，

　ψ３＝ ψ［ ］２ －ψ１＝ －［ ］狌 ＋１－狏＝－１＋１－狏＝－狏，

　ψ４＝ ψ［ ］３ －ψ２＝ －［ ］狏 ＋狌＝－１＋狌，

　ψ５＝ ψ［ ］４ －ψ３＝ －１＋［ ］狌 ＋狏＝－１＋狏．

由此可知４是ψ的周期，且ψ０，ψ１，ψ２，ψ（ ）３ ＝ －１＋狌，－１＋狏，－狌，－（ ）狏 ．假设２是ψ的周期，则ψ２＝

－狌＝ －１＋狌＝ψ０，ψ３＝ －狏＝ －１＋狏＝ψ１．由此可知狌＝狏＝１／２，这与假设矛盾．因此，ψ的周期是４．

下面证明（１８）式．为了简便，记 ψ［ ］０ ，ψ［ ］（ ）１ ＝ 狆，（ ）狇 ， 〈ψ０〉，〈ψ１（ ）〉＝狊，（ ）狋 ．由引理３知，ψ是周

期的且周期为１２．首先考虑狊，（ ）狋 ∈Γ０．由注１可知，对任意犽∈犣，有 〈ψ犽〉，〈ψ犽＋１（ ）〉∈Γ０，从而由（１２）

式得

　 ψ６，ψ（ ）７ ＝ ψ［ ］０ ，ψ［ ］（ ）１ ＋ １－〈ψ０〉，１－〈ψ１（ ）〉＝ 狆＋１－狊，狇＋１－（ ）狋 ． （１９）

假设狊，（ ）狋 ＝ １／２，１／（ ）２ ．由（１９）式知 ψ６，ψ（ ）７ ＝ 狆＋１／２，狇＋１／（ ）２ ＝ ψ０，ψ（ ）１ ，即６是ψ的周期．假设３

也是ψ的周期，则由（１３）式知 ψ［ ］３ ＝－２－ ψ［ ］０ ＝－２－狆＝狆＝ ψ［ ］０ ，ψ［ ］４ ＝－２－ ψ［ ］１ ＝－２－狇＝

狇＝ ψ［ ］１ ，即狆＝狇＝－１，这与假设矛盾．令Ωψ＝２，则由（７）式知：

　 ψ［ ］２ ＝ ψ［ ］１ － ψ［ ］０ －１＝狇－狆－１＝狆＝ ψ［ ］０ ，

　 ψ［ ］３ ＝－２－ ψ［ ］０ ＝－２－狆＝狇＝ ψ［ ］１ ．

这表明狆＝狇＝－１，这与假设相矛盾，因此Ωψ＝６．设狊，（ ）狋 ≠ １／２，１／（ ）２ ，若６是ψ的周期，则由（１９）式

知，〈ψ６〉＝１－狊＝狊＝〈ψ０〉，〈ψ７〉＝１－狋＝狋＝〈ψ１〉，即狊＝狋＝１／２，这与假设矛盾，因此ψ的周期是１２．

下面考虑狊，（ ）狋 ∈Γ１ ∪Γ２．设狊，（ ）狋 ＝ １／２，（ ）０ ，由（１２）式得

　 ψ６，ψ（ ）７ ＝ ψ［ ］０ ＋１－〈ψ０〉，ψ［ ］（ ）１ ＝ 狆＋１／２，（ ）狇 ＝ ψ０，ψ（ ）１ ，

即６是ψ的周期．设３也是ψ的周期，由（８）式得 ψ［ ］３ ＝－１－ ψ［ ］０ ＝－１－狆＝狆＝ ψ［ ］０ ，这显然不可

能，因此１和３都不是ψ的周期．若设２是ψ的周期，则由（３）式得 ψ［ ］２ ＝ ψ［ ］１ －ψ０＝狇－狆－１／２＝狆＋

１／２＝ψ０．再由（８）式得 ψ［ ］３ ＝－１－ ψ［ ］０ ＝－１－狆＝狇＝ ψ［ ］１ ．显然３狆＝－２是不可能的，因此ψ的周

期是６．当狊，（ ）狋 ＝ ０，１／（ ）２ 时，用相同的方法可证明ψ的周期是６．最后，设狊，（ ）狋 ∈Γ１＼ １／２，（ ）｛ ｝０ 或

Γ２＼ ０，１／（ ）｛ ｝２ ．由之前的讨论知，６不是ψ的周期．假设Ωψ＝４，若狊，（ ）狋 ∈Γ１＼ １／２，（ ）｛ ｝０ ，则狊＞０，

狋＝０．由（１１）式得 〈ψ１〉，〈ψ２（ ）〉∈Γ２ 和 〈ψ２〉，〈ψ３（ ）〉 ∈Γ１，由（３）式得

　ψ２＝ ψ［ ］１ －ψ０＝狇－狆－狊＝狇－狆－１＋ １－（ ）狊 ＝ ψ［ ］２ ＋〈ψ２〉，

即〈ψ２〉＝１－狊．因此由（１３）式得：

　ψ４＝－ ψ［ ］１ －〈ψ２〉＝－狇－〈ψ２〉＝－狇－１＋狊＝狆＋狊＝ψ０，

　ψ５＝－１－ ψ［ ］２ ＝－１－狇＋狆＋１＝狆－狇＝狇＝ψ１．

于是狇＝－１／３，这与假设相矛盾，因此ψ的周期是１２．当狊，（ ）狋 ∈Γ２＼ ０，１／（ ）｛ ｝２ 时，可用相同方法处理．

证毕．

５
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１．２　 讨论如下非线性三项递推关系

　φ犽－１＋φ犽＋φ犽＋１＝ φ［ ］犽 ，犽∈犣． （２０）

（２０）式的解是指实序列φ＝ φ｛ ｝犽 犽∈犣
经过置换后可使（２０）式成为恒等式．显然（２０）式可以改写为：

　φ犽＋１＝ φ［ ］犽 － φ犽＋φ犽－（ ）１ ， （２１）

　φ犽－１＝ φ［ ］犽 － φ犽＋φ犽＋（ ）１ ． （２２）

由此可知（２０）式的解φ是由任意两个连续项（φ犽，φ犽＋１）唯一决定的．特别地，φ是（２０）式的整数解，当且

仅当对任意犽∈犣，φ犽和φ犽＋１是整数．下面定义３个集合：Υ０＝｛｝０ ，Υ１＝ ０，（ ］１ 和Υ１＝ １，（ ）２ ．根据高

斯取整函数的性质，易得如下引理．

引理４　 设φ是（２０）式的解，若存在犿∈犣，使得〈φ犿〉＋〈φ犿＋１〉∈Υσ∈ ０，１，｛ ｝２ ，则对任意狀∈犣，

　〈φ狀〉＋〈φ狀＋１〉＋〈φ狀＋２〉＝－ φ［ ］狀 ＋ φ狀＋［ ］（ ）２ ＝σ． （２３）

证明 　 不失一般性，令犿＝０．由（２０）式知

　〈φ２〉＋〈φ１〉＋〈φ０〉＝φ２＋φ１＋φ０－ φ［ ］２ ＋ φ［ ］１ ＋ φ［ ］（ ）０ ＝

　　 φ［ ］１ －φ１－φ（ ）０ ＋φ１＋φ０－ φ［ ］２ ＋ φ［ ］１ ＋ φ［ ］（ ）０ ＝－ φ［ ］２ ＋ φ［ ］（ ）０ ． （２４）

对任意犽∈犣，〈φ犽〉∈ ［０，１）且 φ［ ］２ ＋ φ［ ］０ 是整数的．〈φ２〉＋〈φ１〉＋〈φ０（ ）〉 ∈ ０，［ ）３ 表明〈φ２〉＋

〈φ１〉＋〈φ０〉∈ ０，１，｛ ｝２ ．由（２０）式有

　〈φ２〉＝〈φ［ ］１ －φ１－φ０〉＝〈φ［ ］１ － φ［ ］１ － φ［ ］０ －〈φ１〉－〈φ０〉〉＝〈－〈φ１〉－〈φ０〉〉． （２５）

假设 〈φ０〉＋〈φ１（ ）〉∈Υσ∈ ０，１，｛ ｝２ ，若σ＝０，则〈φ０〉＝ 〈φ１〉＝０．再由（２５）式得〈φ２〉＝０．因此，〈φ２〉＋〈φ１〉＋

〈φ０〉＝０．另外，由归纳可知，对任意狀∈犣，有〈φ狀〉＝０，即对任意狀∈犣，有〈φ狀〉＋〈φ狀＋１〉＝０．假设σ＝

１或２，由前面的讨论知〈φ２〉＋〈φ１〉＋〈φ０〉＝１或２．假设σ＝１，则〈φ０〉＋〈φ１〉∈ ０，（ ］１ ，即２－〈φ０〉－

〈φ１〉∈ １，（ ］２ ．因此，若〈φ２〉＋〈φ１〉＋〈φ０〉＝２，由前面的讨论知〈φ２〉∈ １，［ ）２ 是不可能的．因此〈φ２〉＋

〈φ１〉＋〈φ０〉＝１．注意到０＜１－〈φ１〉≤１，这表明〈φ２〉＋〈φ１〉＝ １－〈φ１（ ）〉 ∈ ０，（ ］１ ．因此，通过归纳

可知，当σ＝１时，（２３）式成立．σ＝２时的讨论可类似地进行．证毕．

引理５　（２０）式的任意整数解φ是周期的且周期为４．另外，存在犽∈犣，若φ犽＝φ犽＋１＝０，则φ＝｛｝０ ；

否则，φ的周期是４．

证明 　 令φ是（２０）式的整数解．为了简便，令犽＝０，φ０，φ（ ）１ ＝ 狆，（ ）狇 ，其中狆，狇∈犣．易知对任意

犿 ∈ 犣， 〈φ犿〉＋〈φ犿＋１（ ）〉 ∈ Υ０．因此，由（７）式得：φ［ ］２ ＝－ φ［ ］０ ＝－狆＝φ２， φ［ ］３ ＝－ φ［ ］１ ＝

－狇＝φ３，φ［ ］４ ＝－ φ［ ］２ ＝－ －（ ）狆 ＝狆＝φ４，φ［ ］５ ＝－ φ［ ］３ ＝－ －（ ）狇 ＝狇＝φ５．这表明４是φ的周期．

设２是φ的周期，则由φ２＝－狆＝狆＝φ０和φ３＝－狇＝狇＝φ１，得狆＝狇＝０．因此有φ＝｛｝０ ，即Ωφ＝１．

总之，若狆＝狇＝０，则φ的周期是１；否则，φ的周期是４．证毕．

定理２　 对（２０）式的任意解φ，存在犽∈犣，有〈φ犽〉＋〈φ犽＋１〉∈Υ０∪Υ１∪Υ２且φ是周期的，其周

期为１２，并有如下结论：

（ｉ）设〈φ犽〉＋〈φ犽＋１〉∈Υ０，则φ是整数解且Ωφ＝
１，φ犽＝φ犽＋１＝０，

４，其他
烅
烄

烆 ．

（ｉｉ）设〈φ犽〉＋〈φ犽＋１〉∈Υ１∪Υ２，则φ是非整数解．若〈φ犽〉＋〈φ犽＋１〉∈Υ２，φ［ ］犽 ＝ φ犽＋［ ］１ ＝－１，则

Ωφ＝
１， 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉＝ １／３，１／（ ）３ ，

３， 〈φ犽〉，〈φ犽＋１（ ）〉≠ １／３，１／（ ）３
烅
烄

烆 ；
否则，Ωφ＝１２．

证明　首先由引理２知（ｉ）是正确的．下面讨论结论（ｉｉ）．令φ是（２０）式的非整数解，对任意犽∈犣，

有〈φ犽〉≠０或〈φ犽＋１〉≠０，即 〈φ犽〉＋〈φ犽＋１（ ）〉∈Υ１ ∪Υ２．由（２０）式得

　φ犽＋３＝ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋２＋φ犽＋（ ）１ ＝ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋［ ］１ －φ犽＋１－φ犽＋φ犽＋（ ）１ ＝ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋［ ］１ ＋φ犽．

（２６）

６
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令 〈φ犽〉＋〈φ犽＋１（ ）〉∈Υσ，其中犽＝１或２．则由（２３）式得

　φ犽＋６＝ φ犽＋［ ］５ － φ犽＋［ ］４ ＋φ犽＋３＝ φ犽＋［ ］５ － φ犽＋［ ］４ ＋ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋［ ］１ ＋φ犽＝

　　 － φ犽＋［ ］３ －（ ）σ － － φ犽＋［ ］２ －（ ）σ ＋ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋［ ］１ ＋φ犽＝

　　－ φ犽＋［ ］３ ＋ φ犽＋［ ］２ ＋ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋［ ］１ ＋φ犽＝

　　－ － φ犽＋［ ］１ －（ ）σ ＋ － φ［ ］犽 －（ ）σ ＋ φ犽＋［ ］２ － φ犽＋［ ］１ ＋φ犽＝ φ犽＋［ ］２ － φ［ ］犽 ＋φ犽． （２７）

再由（２３）式得

　 φ犽＋［ ］８ － φ犽＋［ ］６ ＝ － φ犽＋［ ］６ －（ ）σ － － φ犽＋［ ］４ －（ ）σ ＝ φ犽＋［ ］４ － φ犽＋［ ］６ ＝

　　 － φ犽＋［ ］２ －（ ）σ － － φ犽＋［ ］４ －（ ）σ ＝ － φ犽＋［ ］２ －（ ）σ － － φ［ ］犽 －（ ）σ ＝ φ［ ］犽 － φ犽＋［ ］２ ，

于是有φ犽＋１２＝ φ犽＋［ ］８ － φ犽＋［ ］６ ＋φ犽＋６＝ φ［ ］犽 － φ犽＋［ ］２ ＋ φ犽＋［ ］２ － φ［ ］犽 ＋φ犽＝φ犽．类似地，可得φ犽＋１３＝

φ犽＋１．因此 φ犽＋１２，φ犽＋（ ）１３ ＝ φ犽，φ犽＋（ ）１ ，即１２是φ的周期．

下面再讨论Ωφ．不失一般性，令犽＝０， φ［ ］０ ，φ［ ］（ ）１ ＝ 狆，（ ）狇 ， 〈φ０〉，〈φ１（ ）〉＝狊，（ ）狋 ．由前面的讨

论知φ是周期的，且周期为１２．

（ａ）假设狊＋狋∈Υ１．由（２３）式可得〈φ２〉＝１－ 〈φ１〉＋〈φ０（ ）〉＝１－狊－狋，φ［ ］２ ＝－１－ φ［ ］０ ＝

－１－狆．若６是φ的周期，则由（２７）式可得φ６＝ φ［ ］２ － φ［ ］０ ＋φ０＝－１－狆－狆＋狆＋狊＝狊－１－２狆＝

狆＋狊＝φ０．因此狆＝－１／３是不可能的．所以，φ的周期为１２．

（ｂ）设狊＋狋∈Υ２．由（２３）式知〈φ２〉＝２－狊－狋，φ［ ］２ ＝－２－狆．类似地可得 φ［ ］３ ＝－２－狇．设狆＝

狇＝－１，则 φ［ ］２ ＝－１．再由（２６）式得φ３＝ φ［ ］２ － φ［ ］１ ＋φ０＝－１＋１＋φ０＝φ０，φ４＝ φ［ ］３ － φ［ ］１ ＋

φ１＝ －１＋１＋φ１＝φ１．这表明φ的周期是３．设Ωφ＝１，则〈φ０〉＝狊＝狋＝ 〈φ１〉，〈φ２〉＝２－狊－狋＝狊＝ 〈φ０〉．

由此可知狊＝狋＝１／３，即若狊＝狋＝１／３，则Ωφ＝１；否则，φ的周期是３．设狆≠－１或狇≠－１，则由前面

的讨论和（２７）式可知φ６＝ φ［ ］２ － φ［ ］０ ＋φ０＝－２－狆－狆＋狆＋狊＝狊－狆－２．再由（２０）式得φ７＝ φ［ ］３ －

φ［ ］１ ＋φ１＝－２－狇－狇＋狇＋狋＝狋－狇－２．假设６是φ的周期，则有 φ［ ］６ ＝－狆－２＝狆＝ φ［ ］１ ，φ［ ］７ ＝

－狇－２＝狇＝ φ［ ］１ ．由此可知狆＝狇＝－１，这与前面的讨论结果相矛盾，因此Ωφ＝１２．证毕．
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