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周期脉冲效应下一个捕食食铒系统的

灭绝与持续生存
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摘要：研究在周期脉冲效应下的一个捕食 食铒系统．首先给出两个食饵种群灭绝的相关解的存在性和全局

吸引性，然后利用比较原理及Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数建立该系统的灭绝和持续生存的充分性条件，最后利用微分不

等式及其分析方法给出充分性的证明．
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　　在捕食 食饵系统中，捕食者和食饵种群有时会受到呈周期变化的各种因素的影响，如季节、气候

等［１］．由于这些周期变化一般是瞬时发生的，难以用连续系统来描述，因此，研究者在捕食 食饵系统中

引入了脉冲微分方程［２］．目前，Ｌｏｔｋａｖｏｌｔｅｒｒａ系统已经有了很多的研究结果
［３６］，但这些结果仅限于连

续型系统．最近，ＨｕｉＪｉｎｇ等
［７］研究了如下系统的灭绝和持续生存：

　

狓１＝犪１０狓１－犪１１狓
２
１－犪１３狓１狓３，狋≠狀τ；

狓２＝犪２０狓２－犪２２狓
２
２－犪２３狓２狓３，狋≠狀τ；

狓３＝－犪３０狓３＋犪３１狓１狓３＋犪３２狓２狓３，狋≠狀τ

烅

烄

烆 ；

　

狓１（狀τ
＋）＝狓１（狀τ

－），狋＝狀τ；

狓２（狀τ
＋）＝狓２（狀τ

－），狋＝狀τ；

狓３（狀τ
＋）＝狓３（狀τ

－）＋犫，狋＝狀τ

烅

烄

烆 ．

其中狓１（狋）和狓２（狋）是食饵种群的密度，狓３（狋）是捕食种群的密度，犪犻犼（犻，犼＝０，１，２，３），犫以及τ是正的

常数．本文研究周期脉冲效应下的３种ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ捕食 食饵模型：
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狓１＝犪１０（狋）狓１－犪１１（狋）狓
２
１－犪１３（狋）狓１狓３＋犇１（狋）（狓２－狓１），狋≠狀τ；

狓２＝犪２０（狋）狓２－犪２２（狋）狓
２
２－犪２３（狋）狓２狓３＋犇２（狋）（狓１－狓２），狋≠狀τ；

狓３＝－犪３０（狋）狓３＋犪３１（狋）狓１狓３＋犪３２（狋）狓２狓３，狋≠狀τ

烅

烄

烆 ；

　

狓１（狀τ
＋）＝狓１（狀τ

－），狋＝狀τ；

狓２（狀τ
＋）＝狓２（狀τ

－），狋＝狀τ；

狓３（狀τ
＋）＝狓３（狀τ

－）＋犫狀，狋＝狀τ

烅

烄

烆 ．

（１）

其中犇犾（狋）（犾＝１，２），犪犻犼（狋）（犻，犼＝０，１，２，３）是正的连续周期函数，其周期为正常数τ．对其生物意义的

探讨，可以参见文献［２］及其参考文献．犫狀表示捕食种群在时间狋＝狀τ时的脉冲振动，它适用于每个τ周

期，｛犫狀｝是正ω周期序列．

系统（１）源于在下一个脉冲效应作用前不被影响的初值状态．我们证明与两个食饵种群的灭绝相

关的解的存在性和全局吸引性，即狓１（狋）＝０，狓２（狋）＝０，狋≥０．在此条件下，捕食种群的增长必须满足：

　

狓３＝－犪３０（狋）狓３，狋≠狀τ；

狓３（狀τ
＋）＝狓３（狀τ

－）＋犫狀；

狓３（０
＋）＝狓３０ ≥０

烅

烄

烆 ．

（２）

其中

　

狌＝－狉（狋）狌，狋≠狀τ；

狌（狀τ＋）＝狌（狀τ－）＋犫狀；

狌（０＋）＝狌０ ≥０

烅

烄

烆 ．

（３）

记犳＝
１

τ∫
τ

０
犳（狋）ｄ狋，犳

Ｌ
＝ ｍｉｎ
狋∈ 狅，［ ］τ

犳（狋），犳
Ｍ
＝ ｍａｘ
狋∈ 狅，［ ］τ

犳（狋），其中犳是连续τ周期函数．

１　 主要结果及其证明

定义１　 假设犡（狋）是系统（１）的一个解，如果对系统（１）的任意解犡（狋），有ｌｉｍ
狋→∞
‖犡

（狋）－犡（狋）‖＝０，

则称系统（１）的解犡（狋）是全局吸引的，其中 ‖狓（狋）‖＝（∑
３

犻＝１
狓犻（狋）

２）
１
２．

引理１　 系统（３）有一个正周期解：

　狌
（狋）＝

珔狌０犲
－∫
狋
犿ω狋
狉（狊）ｄ狊，犿ωτ＜狋≤ （犿ω＋１）τ；

珔狌１犲
－∫
狋
（犿ω＋１）τ

狉（狊）ｄ狊，（犿ω＋１）τ＜狋≤ （犿ω＋２）τ；



珔狌ω－１犲
－∫
狋
（犿ω＋ω－１）τ

狉（狊）ｄ狊，（犿ω＋ω－１）τ＜狋≤ （犿ω＋ω）τ

烅

烄

烆 ．

（４）

其中

　

珔狌０＝
１

１－犲
－ω狉τ
［犫１犲

－（ω－１）狉τ
＋犫２犲

－（ω－２）狉τ
＋…＋犫ω］，

珔狌１＝
１

１－犲
－ω狉τ
［犫１＋犫２犲

－（ω－１）狉τ
＋犫３犲

－（ω－２）狉τ
＋…＋犫ω犲

－狉τ］，



珔狌ω－１＝
１

１－犲
－ω狉τ
［犫１犲

－（ω－２）狉τ
＋犫２犲

－（ω－３）狉τ
＋…＋犫ω－１＋犫ω犲

－（ω－１）狉τ

烅

烄

烆
］，

（５）

并且狌（狋）是全局吸引的．

证明 　 通过直接验证可得狌（狋）是系统（３）的一个解．积分并解系统（３）的第１个方程可得：

狌（狋）＝狌（狀τ＋）犲－∫
狋
狀τ
狉（狊）ｄ狊，狀τ＜狋≤ （狀＋１）τ，即
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　狌（狋）＝

狌（犿ωτ）犲－∫
狋
犿ωτ
狉（狊）ｄ狊，犿ωτ＜狋≤ （犿ω＋１）τ；

狌（（犿ω＋１）τ）犲－∫
狋
（犿ω＋１）τ

狉（狊）ｄ狊，（犿ω＋１）τ＜狋≤ （犿ω＋２）τ；



狌（（犿ω＋ω－１）τ）犲－∫
狋
（犿ω＋ω＋１）τ

狉（狊）ｄ狊，（犿ω＋ω－１）τ＜狋≤ （犿ω＋ω）τ

烅

烄

烆 ．

其中狌（狀τ）是在时间狋＝狀τ时经过第狀个脉冲效应作用后的种群数量．

由系统（３）的第２个方程可知，狌（（狀＋１）τ）＝犫狀＋１＋狌（狀τ）犲
－狉τ．通过迭代得狌（（狀＋１）τ）＝狌０犲

－（狀＋１）狉τ
＋

犫１犲
－狀狉τ
＋犫２犲

－（狀－１）狉τ
＋…＋犫狀犲

－狉τ
＋犫狀＋１，则

　狌（犿ωτ）＝狌０犲
－犿ω狉τ

＋犫１犲
－（犿ω－１）狉τ

＋犫２犲
－（犿ω－２）狉τ

＋…＋犫犿ω－１犲
－狉τ
＋犫犿ω＝

　　狌０犲
－犿ω狉τ

＋犫１犲
－（ω－１）狉τ１－犲

－犿ω狉τ

１－犲
狑狉τ ＋…＋犫ω →珔狌０（犿→ ∞），

　狌（（犿ω＋１）τ）＝狌０犲
－（犿ω＋１）狉τ

＋犫１犲
－（犿ω）狉τ

＋…＋犫犿ω＋１＝

　　狌０犲
－（犿ω＋１）狉τ

＋犫１犲
－ω狉τ１－犲

－（犿＋１）ω狉τ

１－犲
ω狉τ ＋…＋犫ω犲

－狉τ１－犲
－犿ω狉τ

１－犲
－ω狉τ →

珔狌１（犿→ ∞），

　狌（（犿ω＋ω－１）τ）＝狌０犲
－（犿ω＋ω－１）狉τ

＋犫１犲
－（ω－１）狉τ１－犲

－（犿＋１）ω狉τ

１－犲
ω狉τ ＋…＋犫ω－１

１－犲
－（犿＋１）ω狉τ

１－犲
－ω狉τ →珔狌ω－１（犿→∞）．

因此，ｌｉｍ
狋→∞

狌（狋）－狌（狋）＝０，即系统（３）的周期解狌（狋）是全局吸引的．由引理１可知，系统（１）有周期

解（０，０，狓３ （狋）），其中

　狓

３ （狋）＝

珚狓０犲
－∫
狋
犿ωτ
犪
３０
（狊）ｄ狊，犿ωτ＜狋≤ （犿ω＋１）τ；

珚狓１犲
－∫
狋
（犿ω＋１）τ

犪
３０
（狊）ｄ狊，（犿ω＋１）τ＜狋≤ （犿ω＋２）τ；



珚狓ω－１犲
－∫
狋
（犿ω＋ω－１）τ

犪
３０
（狊）ｄ狊，（犿ω＋ω－１）τ＜狋≤ （犿ω＋ω）τ

烅

烄

烆 ．

（６）

　

珚狓０＝
１

１－犲
－ω犪３０τ

［犫１犲
－（ω－１）犪３０τ＋犫２犲

－（ω－２）犪３０τ＋…＋犫ω］，

珚狓１＝
１

１－犲
－ω犪３０τ

［犫１＋犫２犲
－（ω－１）犪３０τ＋犫３犲

－（ω－２）犪３０τ＋…＋犫ω犲
－犪３０τ］，



珚狓ω－１＝
１

１－犲
－ω犪３０τ

［犫１犲
－（ω－２）犪３０τ＋犫２犲

－（ω－３）犪３０τ＋…＋犫ω－１＋犫ω犲
－（ω－１）犪３０τ］

烅

烄

烆
．

下面证明周期解（０，０，狓３ （狋））的全局吸引性．

定理２　 如果犪
Ｍ
１０犪

Ｍ
３０τ－犪

Ｌ
１３
珚狓犻（１－犲

－犪３０τ）＜０，犪
Ｍ
２０犪

Ｍ
３０τ－犪

Ｌ
２３
珚狓犻（１－犲

－犪３０τ）＜０，犻∈｛１，２，…，ω－１｝，

则周期解（０，０，狓３ （狋））是全局吸引的．

证明 　 选择充分小的ε＞０，使得

　
犪Ｍ１０犪

Ｍ
３０τ－犪

Ｌ
１３
珚狓犻（１－犲

－犪３０τ）＋犪
Ｌ
１３犪

Ｍ
３０τε＜０，

犪Ｍ２０犪
Ｍ
３０τ－犪

Ｌ
２３
珚狓犻（１－犲

－犪３０τ）＋犪
Ｌ
２３犪

Ｍ
３０τε＜０，

（６）

其中犻∈ ０，１，…，ω－｛ ｝１ ．假设狓（狋）是系统（１）的一个解，且狓（０＋）≥０，则知狓（狋）≥０，狋≥０．因此由

系统（１）可知狓３ ≥－犪３０（狋）狓３．考虑下列系统：

　

狔＝－犪３０（狋）狔，狋≠狀τ；

狔（狀τ
＋）＝狔（狀τ

－）＋犫狀；

狔（０
＋）＝狓３（０

＋）

烅

烄

烆 ．

（７）

由脉冲微分方程的比较定理［６７］和引理１可知，对系统（１）的任意解（狓１（狋），狓２（狋），狓３（狋）），其初值为

狓１０＝狓１（０
＋）＞０，狓２０＝狓２（０

＋）＞０，狓３０＝狓３（０
＋）＝狔（０

＋）．当狋充分大时，下列不等式成立：

４７１
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　狓３（狋）＞狓

３ （狋）－ε， （８）

其中狓３ （狋）的定义如式（６）．进一步，由系统（１）的第１个和第２个方程可知，式（８）暗含：

　
狓１ ＜狓１（犪

Ｍ
１０－犪

Ｌ
１３（狓


３ －ε））＋犇１（狋）（狓２－狓１），

狓２ ＜狓２（犪
Ｍ
２０－犪

Ｌ
２３（狓


３ －ε））＋犇２（狋）（狓１－狓２）

烅
烄

烆 ．

考虑下面带脉冲的比较系统：

　

狕１＝狕１（犪
Ｍ
１０－犪

Ｌ
１３（狓


３ －ε））＋犇１（狋）（狕２－狕１）；

狕２＝狕２（犪
Ｍ
２０－犪

Ｌ
２３（狓


３ －ε））＋犇２（狋）（狕２－狕１），狋≠狀τ；

狕１（狀τ
＋）＝狕１（狀τ

－）；

狕２（狀τ
＋）＝狕２（狀τ

－）

烅

烄

烆 ．

（９）

通过归纳可得 ｍａｘ｛狕１（犿ω＋ω）τ，狕２（犿ω＋ω）τ｝≤ ｍａｘ｛狕１（犿ω＋ω－１）τ，狕２（犿ω＋ω－１）τ｝×

ｅｘｐ｛ｍａｘ犻∈ １，２，…，ω－｛ ｝１ ［犪
Ｍ
１０τ＋犪

Ｌ
１３ετ－

犪Ｌ１３
犪Ｍ３０
珚狓犻（１－犲

－犪
Ｍ
３０τ），犪Ｍ２０τ＋犪

Ｌ
２３ετ－

犪Ｌ２３
犪Ｍ３０
珚狓犻（１－犲

－犪
Ｍ
３０τ）］｝≤ … ≤

ｍａｘ犻∈ １，２，…，ω－｛ ｝１ ｛狕１（０）τ，狕２（０）τ｝ｅｘｐ｛犿（ω－１）ｍａｘ［犪
Ｍ
１０τ＋犪

Ｌ
１３ετ－

犪Ｌ１３
犪Ｍ３０
珚狓犻（１－犲

－犪
Ｍ
３０τ），犪Ｍ２０τ＋犪

Ｌ
２３ετ－

犪Ｌ２３
犪Ｍ３０
珚狓犻（１－犲

－犪
Ｍ
３０τ）］｝．由此得ｌｉｍ

犿→∞
狕１（犿ω＋犻）τ＝ｌｉｍ

犿→∞
狕２（犿ω＋犻）τ＝０，犻∈｛１，２，…，ω－１｝，即ｌｉｍ

狀→∞
狕１（狀τ）＝

ｌｉｍ
狀→∞
狕２（狀τ）＝０．另一方面，ｍａｘ｛狕１（狋），狕２（狋）｝≤ ｍａｘ｛狕１（狀τ），狕２（狀τ）｝ｅｘｐ｛ｍａｘ［∫

狋

狀τ

（犪Ｍ１０ －犪
Ｌ
１３（狓


３ －

ε））ｄ狊，∫
狋

狀τ

（犪Ｍ２０－犪
Ｌ
２３（狓


３ －ε））ｄ狊］｝，由（６

）可知ｅｘｐ｛ｍａｘ［∫
狋

狀τ

（犪Ｍ１０－犪
Ｌ
１３（狓


３ －ε））ｄ狊，∫

狋

狀τ

（犪Ｍ２０－犪
Ｌ
２３（狓


３ －

ε））ｄ狊］｝是有界的，因此，ｌｉｍ
狋→∞
狕１（狋）＝ｌｉｍ

狋→∞
狕２（狋）＝０．

令（狓１（狋），狓２（狋），狓３（狋））是系统（１）的任一解，其初值为狓１０＝狓１（０
＋）＝狕０ ＞０，狓２０＝狓２（０

＋）＞０，

狓３０＝狓３（０
＋）＞０，根据比较定理可知：ｌｉｍ

狋→∞
ｓｕｐ狓１（狋）≤ｌｉｍ

狋→∞
ｓｕｐ狕１（狋）＝０，ｌｉｍ

狋→∞
ｓｕｐ狓２（狋）≤ｌｉｍ

狋→∞
ｓｕｐ狕２（狋）＝０．

因此，当狋充分大时，有０＜狓１（狋），狓２（狋）＜ε，故狓３＜β狓３，狋≠狀τ，其中β＝（－犪
Ｌ
３０＋犪

Ｍ
３１ε＋犪

Ｍ
３２ε）．考虑

下面的比较系统：

　

狏＝β狏，狋≠狀τ；

狏（狀τ＋）＝狏（狀τ－）＋犫狀；

狏（０＋）＝狓３（０
＋）

烅

烄

烆 ．

（１０）

由引理１可知，系统（１０）有如下全局吸引的周期解：

　狏
（狋）＝

珔狏０犲β
（狋－犿ωτ），犿ωτ＜狋≤ （犿ω＋１）τ；

珔狏１犲β
（狋－（犿ω＋１））τ，（犿ω＋１）τ＜狋≤ （犿ω＋２）τ；



珔狏ω－１犲β
（狋－（犿ω＋ω－１））τ，（犿ω＋ω－１）τ＜狋≤ （犿ω＋ω）τ

烅

烄

烆 ；

　

珔狏０＝
１

１－犲
ωβτ
犫１犲

（ω－１）βτ＋犫２犲
（ω－２）βτ＋…＋犫［ ］ω ，

珔狏１＝
１

１－犲
ωβτ
犫１＋犫２犲

（ω－１）βτ＋…＋犫ω犲β［ ］τ ，



珔狏ω－１＝
１

１－犲
ωβτ
犫１犲

（ω－２）βτ＋犫２犲
（ω－３）βτ＋…＋犫ω－１＋犫ω犲

－（ω－１）β［ ］τ

烅

烄

烆
，

因此，对充分小的ε１ ＞０和充分大的狋，有狓３（狋）＜狏
（狋）＋ε１．结合不等式（８），对充分大的狋可得狓


３ （狋）－

ε＜狓３（狋）＜狏
（狋）＋ε１．因为ε，ε１充分小，所以狓


３ （狋）是全局吸引的．因此，周期解（０，０，狓


３ （狋））是全局
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吸引的．证毕．

定理３　 对系统（１）的任一解狓（狋）＝（狓１（狋），狓２（狋），狓３（狋）），存在常数犃１ ＞犃，使得狓犻（狋）≤犃１，

犻＝１，２，３，其中狋充分大，且犃＝ｍａｘ狋∈［０，τ］｛［
犪１０（狋）

犪１１（狋）
］
Ｍ

，［犪２０
（狋）

犪２２（狋）
］
Ｍ

｝．

证明 　 对系统（１）的任一解狓（狋）＝（狓１（狋），狓２（狋），狓３（狋）），令狏（狋）＝ｍａｘ｛狓１（狋），狓２（狋）｝，通过计算

狏（狋）的右导数的上界，可得：

　犇
＋狏（狋）≤狏（狋）ｍａｘ犻＝１，２｛犪犻０（狋）－犪犻犻（狋）狏（狋）｝≤

　　ｍａｘ｛ｍａｘ犻＝１，２［犪
Ｍ
犻犻（狋）］狏（狋）［犃－狏（狋）］，ｍｉｎ犻＝１，２［犪

Ｍ
犻犻（狋）］狏（狋）［犃－狏（狋）］｝．

这表明狓１（狋），狓２（狋）≤犃．令狑（狋）＝犪
Ｌ
２３犪

Ｍ
３１狓１＋犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２狓２＋犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３狓３．选取常数０＜λ０＜犪

Ｌ
３０，则犇

＋狑（狋）＋

λ０狑（狋）＝犪
Ｌ
２３犪

Ｍ
３１［犪１０（狋）狓１－犪１１（狋）狓

２
１－犪１３（狋）狓１狓３＋犇１（狋）（狓２－狓１）］＋犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２［犪２０（狋）狓２－犪２２（狋）狓

２
２－

犪２３（狋）狓２狓３＋犇２（狋）（狓２－狓１）］＋犪
Ｌ
２３犪

Ｌ
１３［－犪３０（狋）狓３＋犪３１（狋）狓１狓３＋犪３２（狋）狓２狓３］＋λ０犪

Ｌ
２３犪

Ｍ
３１狓１＋λ０犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３狓３＋

λ０犪
Ｌ
１３犪

Ｍ
３２狓２ ≤ （犪

Ｌ
２３犪

Ｍ
３１犪１０（狋）＋λ０犪

Ｌ
２３犪

Ｍ
３１）狓１＋（犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２犪２０（狋）＋λ０犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２）狓２－（犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３犪３０（狋）－λ０犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３）狓３＋

犪Ｌ２３犪
Ｍ
３１犇１（狋）（狓２－狓１）＋犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２犇２（狓１－狓２）≤（犪

Ｌ
２３犪

Ｍ
３１犪

Ｍ
１０＋λ０犪

Ｌ
２３犪

Ｍ
３１＋犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２犇

Ｍ
２）狓１＋（犪

Ｌ
２３犪

Ｍ
３１犇

Ｍ
１ ＋犪

Ｌ
１３犪

Ｍ
３２犪

Ｍ
２０＋

λ０犪
Ｌ
１３犪

Ｍ
３２）狓２ 犅，即犇

＋狑（狋）＋λ０狑（狋）≤犅，狋≠狀τ；狑（狀τ
＋）＝狑（狀τ－）＋犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３犫狀．由比较定理可知：

　狑（狋）≤狑（狀τ）＋犲
－λ０

（狋－狀τ）
＋
犅

λ０
，

　狑（（狀＋１）τ）≤狑（狀τ）犲
－λ０τ＋

犅

λ０
＋犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３犲

－λ０τ犫狀，

　狑（犿ωτ）≤狑（０）犲
－犿ωλ０τ＋

犅

λ０
＋
犅

λ０
犲－λ０τ＋…＋

犅

λ０
犲－λ０

（犿ω－１）τ
＋犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３［犫０犲

－λ０犿ωτ＋犫１犲
－λ０

（犿ω－１）τ
＋

　　犫２犲
－λ０

（犿ω－１）τ
＋…＋犫犿ω－１犲

－λ０τ］→
犅

λ０
（ １

１－犲
－λ０τ
）＋

犪Ｌ２３犪
Ｌ
１３

１－犲
－λ０ωτ
［犫１犲

－λ０
（ω－１）τ

＋…＋犫ω犲
－λ０ωτ］，

　狑（（犿ω＋１）τ）≤狑（０）犲
－λ０τ＋

犅

λ０
＋
犅

λ０
犲－λ０τ＋…＋

犅

λ０
犲－λ０犿τ＋犪

Ｌ
２３犪

Ｌ
１３犲

－λ０τ［犫１＋犫２犲
－λ０

（ω犿－１）τ
＋…＋

　　犫犿ω犲
－λ０τ］→

犅

λ０
（ １

１－犲
－λ０τ
）＋

犪Ｌ２３犪
Ｌ
１３

１－犲
－λ０ωτ
［犫１犲

－λ０ωτ＋犫２犲
－λ０

（ω－１）τ
＋…＋犫ω犲

－λ０τ］，

　　

　狑（（犿ω＋ω－１）τ）→
犅

λ０
（ １

１－犲
－λ０τ
）＋

犪Ｌ２３犪
Ｌ
１３

１－犲
－λ０ωτ
［犫１犲

－λ０
（ω－２）τ

＋犫２犲
－λ０

（ω－３）τ
＋…＋犫ω犲

－λ０τ］，

其中犿→ ∞．因此，存在常数犃１ ＞犃，使得狓犻≤犃１，犻＝１，２，３，故狑（狋）最终有界．

定理４　 如果犪
Ｌ
３０犪

Ｌ
２２＞犪

Ｍ
３２犪

Ｍ
２０，犪

Ｌ
３０犪

Ｌ
１１＞犪

Ｍ
３１犪

Ｍ
１０，（犪

Ｌ
１０犪

Ｌ
３０－
犪Ｍ１０
犪Ｌ１１
犪Ｍ３２犪

Ｌ
１０）τ＞犪

Ｍ
１３
珚狓犻犲

（－犪
Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
），（犪Ｌ２０犪

Ｌ
３０－

犪Ｍ２０
犪Ｌ２２
犪Ｍ３２犪

Ｌ
２０）τ＞犪

Ｍ
２３
珚狓犻犲

（－犪
Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
２０

犪
Ｌ
２２

犪
Ｍ
３２
），其中

　珚狓０＝
１

１－犲
ω（－犪

Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ

［犫１犲
（ω－１）（－犪

Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ
＋犫２犲

（ω－２）（－犪
Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ
＋…＋犫ω］，

　珚狓１＝
１

１－犲
ω（－犪

Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ

［犫１＋犫２犲
（ω－１）（－犪

Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ
＋…＋犫ω犲

（ω－１）（－犪
Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ］，

　　

　珚狓ω－１＝
１

１－犲
ω（－犪

Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ

［犫１犲
（ω－２）（－犪

Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ
＋…＋犫ω－１＋犫ω犲

（ω－１）（－犪
Ｌ
３０＋

犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ］，

则系统（１）是持久的．

证明 　由系统（１）的第３个方程可知，狓３≥－犪３０（狋）狓３．由比较定理及引理１知，对充分小的ε２＞０
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和充分大的狋，犽２  ｍｉｎ犻∈｛０，１，…，ω－１｝｛珚狓犻犲
－犪３０τ｝－ε２ ＞０，有狓３（狋）＞犽２．因此狋充分大时只需找到犽１，

犽４ ＞０，使得狓１（狋）＞犽１，狓２（狋）＞犽４．分两步证明：

１）令０＜犽３ ＜ ｍｉｎ｛
犪Ｌ３０犪

Ｌ
２２－犪

Ｍ
３２犪

Ｍ
２０

犪Ｍ３１犪
Ｌ
２２

，犪
Ｌ
３０犪

Ｌ
１１－犪

Ｍ
３１犪

Ｍ
１０

犪Ｍ３２犪
Ｌ
１１

｝，其中ε１ ＞０充分小，使得：

　σ ｍｉｎ｛犪
Ｌ
１０τ－犪

Ｍ
１１犽３τ－犪

Ｍ
１３ε１τ－

犪Ｍ１３珔狔犻（１－犲
（－犪

Ｌ
３０＋犪

Ｍ
３１
犽
３＋
犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ）

－犪
Ｌ
３０＋犪

Ｍ
３１犽３＋

犪Ｍ１０
犪Ｌ１１
犪Ｍ３２

，犪Ｌ２０τ－犪
Ｍ
２２犽３－

　　　犪
Ｍ
１３ε１τ－

犪Ｍ２３珔狔犻（１－犲
（－犪

Ｌ
３０＋犪

Ｍ
３１
犽
３＋
犪
Ｍ
１０

犪
Ｌ
１１

犪
Ｍ
３２
）τ）

－犪
Ｌ
３０＋犪

Ｍ
３１犽３＋

犪Ｍ２０
犪Ｌ２２
犪Ｍ３２

｝＞０，犻∈ ｛０，１，２，…，ω－１｝；

　

珔狔０＝
１

１－犲
－ωγτ
［犫１犲

－（ω－１）γτ
＋犫２犲

－（ω－２）γτ
＋…＋犫ω］，

珔狔１＝
１

１－犲
－ωγτ
［犫１＋犫２犲

－（ω－１）γτ
＋犫３犲

－（ω－２）γτ
＋…＋犫ω犲

－γτ］，



珔狔ω－１＝
１

１－犲
－ωγτ
［犫１犲

－（ω－２）γτ
＋犫２犲

－（ω－３）γτ
＋…＋犫ω－１＋犫ω犲

－（ω－１）γτ］

烅

烄

烆
．

其中γ＝－犪
Ｌ
３０＋犪

Ｍ
３１犽３＋

犪Ｍ１０
犪Ｌ１１
犪Ｍ３２．下面证明对所有狋≥０，狓１（狋）＜犽３，狓２（狋）＜犽３（或狓１（狋）＜犽３，狓２（狋）≥

犽３，或狓１（狋）≥犽３，狓２（狋）＜犽３）不成立．否则如果狓１（狋）＜犽３，狓２（狋）＜犽３，狋≥０（其他情况类似），类似

于定理３的证明有犽３ ≤狓２（狋）≤犃，其中犃的定义如定理３，则可得

　狓３ ≤γ狓３，狓３（狋）＜珔狔（狋）＋ε１， （１１）

其中

　珔狔（狋）＝

珔狔０犲
γ（狋－犿ωτ），犿ωτ＜狋≤ （犿ω＋１）τ；

珔狔１犲
γ（狋－（犿ω＋１）τ），（犿ω＋１）τ＜狋≤ （犿ω＋２）τ；



珔狔ω－１犲
γ（狋－（犿ω＋ω－１）τ），（犿ω＋ω－１）τ＜狋≤ （犿ω＋ω）τ

烅

烄

烆 ．

因此有

　
狓１ ＞狓１（犪

Ｌ
１０－犪

Ｍ
１１犽３－犪

Ｍ
１３（珔狔（狋）＋ε））＋犇１（狋）（狓２－狓１），

狓２ ＞狓２（犪
Ｌ
２０－犪

Ｍ
２２犽３－犪

Ｍ
２３（珔狔（狋）＋ε））＋犇２（狋）（狓１－狓２）

烅
烄

烆 ．

通过归纳得 ｍｉｎ｛狓１（（犿ω＋１）τ），狓２（（犿ω＋１）τ）｝≥ｍｉｎ｛狓１（犿ωτ），狓２（犿ωτ）｝ｅｘｐ｛ｍｉｎ［∫
（犿ω＋１）τ

犿ωτ

（犪Ｌ１０－

犪Ｍ１１犽３－犪
Ｍ
１３（珔狔（狋）＋ε））ｄ狊，∫

（犿ω＋１）τ

犿ωτ

（犪Ｌ２０－犪
Ｍ
２２犽３－犪

Ｍ
２３（珔狔（狋）＋ε））ｄ狊］｝≥ｍｉｎ｛狓１（０），狓２（０）｝ｅｘｐ犿（ω－１）σ→

∞，狀→ ∞．因此存在狋１ ＞０，使得狓１（狋１）≥犽３，狓２（狋１）≥犽３．

２）如果对所有狋≥狋１，有狓１（狋）≥犽３，狓２（狋）≥犽３，即可完成证明．因此证明只需考虑不在区域｛（狓１，

狓２，狓３）∈犚
＋
３，狓１（狋）≥犽３，狓２（狋）≥犽３｝上的解．令狋


＝ｉｎｆ狋≥狋１｛狓１（狋）＜犽３或狓２（狋）＜犽３｝．由于狓１（狋），

狓２（狋）是连续的，因此有狓１（狋）＞犽３，狓２（狋）＞犽３，狋∈［狋１，狋
）；狓１（狋

）＝犽３或狓２（狋
）＝犽３，狋１∈［（犿ω＋

犻）τ，（犿ω＋１＋犻）τ］．如果狋 ≥ （犿ω＋１＋犻）τ，那么对所有狋∈ ［（狋１，（犿ω＋１＋犻）τ］，有狓１（狋）＞犽３，

狓２（狋）＞犽３．如果狋

∈ ［（犿ω＋犻）τ，（犿ω＋１＋犻）τ］，选取狀２，狀３ ∈犖，使得狀２＝犿２ω，狀３＝犿３ω，并且

　狀２τ＞犜２  ｍａｘ犻∈｛０，１，…，ω－１｝｛
犪Ｌ２２ｌｎε１／（犓＋犫犻）

犪Ｍ３２犪
Ｍ
２０＋犪

Ｍ
３１犽３－犪

Ｌ
３０犪

Ｌ
２２

， 犪Ｌ１１ｌｎε１／（犓＋犫犻）

犪Ｍ３２犪
Ｍ
１０＋犪

Ｍ
３１犽３－犪

Ｌ
３０犪

Ｌ
１１

｝，

　ｅｘｐ（σ１（狀２＋１）τ）ｅｘｐ（狀３σ）＞１，

７７１
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其中σ１＝ｍｉｎ｛犪
Ｌ
１０－犪

Ｍ
１１犽３－犪

Ｍ
１３

犪Ｍ１０
犪Ｌ１１
－犇

Ｍ
１，犪

Ｌ
２０－犪

Ｍ
２２犽３－犪

Ｍ
２３

犪Ｍ２０
犪Ｌ２２
犇Ｍ
２｝，犽是正常数．令犜＝狀２τ＋狀３τ，则必

存在狋∈ ［（犿ω＋犻＋１）τ，（犿ω＋犻＋１）τ＋犜），使得狓１（狋２）≥犽３，狓２（狋２）≥犽３．否则狓１（狋）＜犽３，狓２（狋）≥

犽３（或狓１（狋）≥犽３，狓２（狋）＜犽３或狓１（狋）＜犽３，狓２（狋）＜犽３）．假设狓１（狋）＜犽３，狓２（狋）≥犽３ （其他情况的

证明类似）．考虑下列比较系统：

　

狔＝γ狔，狋≠狀τ；

狔（狀τ
＋）＝狔（狀τ

－）＋犫狀；

狔（（犿ω＋犻＋１）τ
＋）＝狓３（（犿ω＋犻＋１）τ

＋）

烅

烄

烆 ．

可知：

　　狔（狋）＝

（（狔（犿ωτ
＋）－狔０）ｅｘｐ［γ（狋－犿ωτ）］＋狔０ｅｘｐ［γ（狋－犿ωτ）］，犿ωτ＜狋≤ （犿ω＋１）τ；

（狔（犿ω＋１）τ
＋）－珔狔１）ｅｘｐ［γ（狋－（犿ω＋１）τ）］＋狔１ｅｘｐ［γ（狋－（犿ω＋１）τ）］，

　　（犿ω＋１）τ＜狋≤ （犿ω＋２）τ；



（狔（犿ω＋ω－１）τ
＋）－珔狔ω－１）ｅｘｐ［γ（狋－（犿ω＋ω－１）τ）］＋

　　狔ω－１ｅｘｐ［γ（狋－（犿ω＋ω－１）τ）］，（犿ω＋ω－１）τ＜狋≤ （犿ω＋ω）τ

烅

烄

烆 ；

　 狔（狋）－珔狔（狋）＜ （犓＋ｍａｘ｛犫０，犫１，…，犫ω－１｝）犲
γ狋
＜ε；

　狓３（狋）≤狔（狋）≤珔狔（狋）＋ε１．

因此有狓１ ≥狓１（犪
Ｌ
１０－犪

Ｍ
１１犽３－犪

Ｍ
１３（珔狔（狋）＋ε１）），其中（狀１＋１＋狀２）τ≤狋≤ （狀１＋１）τ＋犜．进一步，由系

统（１）的第１个方程可知狓１ ≥狓１（犪
Ｌ
１０－犪

Ｍ
１１犽３－犪

Ｍ
１３犽３－犪

Ｍ
１３

犪Ｍ１０
犪Ｌ１１
－犇

Ｍ
１）σ１狓１．在［狋

，（狀１＋１＋狀２）τ）

上对上式积分可得狓１（狀１＋１＋狀２）τ≥狓１（狋
）ｅｘｐ［σ１（（狀１＋１＋狀２）τ－狋

）］≥犽３ｅｘｐ［σ１（１＋狀２）τ］．因

此狓１（狀１＋１＋狀２＋狀３）τ≥犽３ｅｘｐ［（σ１（１＋狀２）τ）］ｅｘｐ［狀３σ］＞犽３，矛盾．令珋狋＝ｉｎｆ狋≥狋｛狓１（狋）≥犽３｝，则

狓１（珋狋）≥犽３．对狋∈ ［狋
，珋狋），因为狓１（狋）≥σ１狓１，所以狓１（狋）≥狓１（狋

）犲σ１
（狋－狋

）
≥犽３ｅｘｐ［σ１（（狀１＋１＋

狀２＋狀３）τ）］犽１，狋＞珋狋．因此，狓１（狋）≥犽１，狋≥狋１．同理可得狓２（狋）≥犽４，其中犽４是常数．因此定理４成

立，证毕．
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