
第３９卷 第３期

２０１３年９月
延边大学学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＹａｎｂｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）
Ｖｏｌ．３９Ｎｏ．３
Ｓｅｐ．２０１３

收稿日期：２０１３ ０４ １７　　　　作者简介：杨慧（１９７６—），女，讲师，研究方向为泛函分析与微分方程．

基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１３６１０４７）；山西省高校科技开发项目（２０１１１０２１）；山西省回国留学人员科

研资助项目（２０１３１０２）；青海省自然科学基金资助项目（２０１２Ｚ９１０）

文章编号：１００４４３５３（２０１３）０３０１６７０５
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摘要：研究Ｃａｐｕｔｏ型导数下的一类高次分数阶微分方程．首先给出等价于微分方程解的积分形式，然后利用

格林函数的性质和混合单调算子不动点理论证明了这类分数阶微分方程正解的存在唯一性．
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　　分数阶微分方程在工程科学、流体力学等领域有着广泛的应用，因此受到国内外许多学者的关注．

文献［１５］运用单调迭代技巧、上下解方法、拓扑度及不动点理论等研究了次数相对低的分数阶微分方

程解的存在性问题，文献［６］研究了次数α∈ （３，４］的一类奇异分数阶微分方程边值问题解的情况，文

献［７］研究了次数α∈ （狀－１，狀］且狀≥２的ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ型具有奇异边值的分数阶微分方程的

正解理论．受以上文献的启发，本文采用混合型单调算子理论对如下方程（１）的边值问题解的存在性与

唯一性进行了讨论，推广了文献［８］结论．

　

犆犇
α
０
＋狌（狋）＋犵（狋，狌（狋））＝０，０＜狋＜１；

狌（０）＝狌′（０）＝…＝狌
（狀－３）（０）＝狌

（狀－２）（１）＝狌
（狀－１）（０）＝０

烅
烄

烆 ．
（１）

方程（１）中α∈ （狀－１，狀］且狀≥２，并假设犵（狋，狌）∶［０，１］×［０，∞）→ ［０，∞）为连续函数，
犆犇

α
０
＋ 为

Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数．

１　 预备知识

定义１
［８］
　 设犺∈犔

１（［犪，犫］，犚＋），函数犺的α（α＞０）次分数阶积分为
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　犐
α
犪犺（狋）＝∫

狋

犪

（狋－狊）α－
１

Γ（α）
犺（狊）ｄ狊，

其中Γ为Ｇｒａｍｍａ函数．当犪＝０时，记犐
α
犺（狋）＝犺（狋）φα（狋），对于狋＞０，φα（狋）＝

（狋－狊）α－
１

Γ（α）
，对于狋≤０，

φα（狋）＝０，且当α→０时，φα（狋）→δ（狋），δ为Ｄｅｌｔａ函数．

定义２
［８］
　 对于定义在区间［犪，犫］的函数犺，其Ｃａｐｕｔｏ型α次分数阶导数为

　
犆犇

α
犪
＋犺（狋）＝

１

Γ（狀－α）∫
狋

犪

（狋－狊）
狀－α－１犺

（狀）（狊）ｄ狊，

这里狀＝［α］＋１．

引理１
［８］
　设α＞０，则分数阶微分方程

犆犇
α
０
＋犺（狋）＝０的解为犺（狋）＝犆０＋犆１狋＋犆２狋

２
＋…＋犆狀－１狋

狀－１，

其中犆犻∈犚，犻＝０，１，２，…，狀－１，这里狀是大于或等于α的最小整数．

定义３
［９］
　 设犜∶犓×犓→犓，如果犜（狌，狏）关于狌不减，关于狏不增，即如果狌１≤狌２（狌１，狌２∈犓），

对于任意的狏∈犓，有犜（狌１，狏）≤犜（狌２，狏）；如果狏１≥狏２（狏１，狏２∈犓），对于任意的狌∈犓，有犜（狌，狏１）≤

犜（狌，狏２），则称算子犜为混合单调算子．若狓

∈犓，使得犜（狓

，狓）＝狓，则称狓 为算子犜的不动点．

定理１　 边值问题（１）的解等价于积分方程狌（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犵（狊，狌（狊））ｄ狊的解，其中

　犌（狋，狊）＝
１

Γ（α）

（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）
（狀－２）！

狋狀－２（１－狊）α－
狀＋１
－（狋－狊）α－

１，狊≤狋；

（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）
（狀－２）！

狋狀－２（１－狊）α－
狀＋１，狋＜狊

烅

烄

烆
．

（２）

证明 　 设狌∈犆［０，１］为边值问题（１）的解，由引理１可知

　狌（狋）＝犮０＋犮１狋＋犮２狋
２
＋…＋犮狀－２狋

狀－２
＋犮狀－１狋

狀－１
－∫

狋

０

（狋－狊）α－
１

Γ（α）
犵（狊，狌（狊））ｄ狊．

根据边界条件显然有犮０＝犮１＝犮２＝…＝犮狀－３＝犮狀－１＝０，再由条件狌
（狀－２）（１）＝０可求得

　犮狀－２＝
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！Γ（α） ∫
１

０

（１－狊）α－
狀＋１
犵（狊，狌（狊））ｄ狊，

从而有

　狌（狋）＝犮狀－２狋
狀－２
＋∫

狋

０

（狋－狊）α－
１

Γ（α）
犵（狊，狌（狊））ｄ狊＝

　　
１

Γ（α）
（∫
狋

０

（
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１
－（狋－狊）α－

１）犵（狊，狌（狊））ｄ狊＋

　　∫
１

狋

（
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１
犵（狊，狌（狊））ｄ狊）＝∫

１

０
犌（狋，狊）犵（狊，狌（狊））ｄ狊，

定理得证．

定理２　 由公式（２）给出的格林函数犌（狋，狊）具有如下性质：

１）犌（狋，狊）＞０，狋，狊∈ ［０，１］；

２）犌（狋，狊）≤犎（狊）≤
（１－狊）α－

狀＋１

（狀－２）！Γ（α－狀＋２）
，

　犎（狊）＝
１

Γ（α）

（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）
（狀－２）！

（１－狊）α－
狀＋１
－（１－狊）α－

１，狊≤狋，

（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）
（狀－２）！

狊狀－２（１－狊）α－
狀＋１，狋＜狊

烅

烄

烆
；

（３）

３）犌（狋，狊）≥狋
狀－２犎（狊），狋，狊∈ ［０，１］；

４）犌（狋，狊）≤
狋狀－２

（狀－２）！Γ（α－狀＋２）
，狋，狊∈ ［０，１］．

８６１
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证明 　１）当狋＜狊时，显然有犌（狋，狊）＞０．当狋≥狊时，由于α∈ （狀－１，狀］且狀≥２，有

　
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
＞１，

而狋，狊∈ ［０，１］，所以
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１
＞狋

狀－２（１－狊）α－
狀＋１
≥ （狋－狊）

狀－２（狋－

狊）α－狀＋１＝（狋－狊）α－
１，于是犌（狋，狊）＝

（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）
（狀－２）！

狋狀－２（１－狊）α－
狀＋１
－（狋－狊）α－

１
＞０．

２）当狋∈ ［０，狊］时，

　犌（狋，狊）＝
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１
≤

　　
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狊狀－２（１－狊）α－

狀＋１
＝犎（狊）．

当狋∈ （狊，１］时，有

　犌（狋，狊）＝
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１
－（狋－狊）α－

１．

对狋求偏导数得

　犌狋（狋，狊）＝
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－３）！
狋狀－３（１－狊）α－

狀＋１
－（α－１）（狋－狊）α－

２
＝

　　
１

Γ（α－１）
（
（α－２）（α－３）…（α－狀＋２）

（狀－３）！
狋狀－３（１－狊）α－

狀＋１
－（狋－狊）α－

２）≥

　　
１

Γ（α－１）
（（狋－狊）

狀－３（狋－狊）α－
狀＋１
－（狋－狊）α－

２）＝０，

因而当狋∈ （狊，１］时，犌（狋，狊）关于狋是单调递增的，故有犌（狋，狊）≤犌（１，狊）＝犎（狊）．

另外，由方程（３）得

　犎（狊）≤
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
（１－狊）α－

狀＋１
＝

（１－狊）α－
狀＋１

（狀－２）！Γ（α－狀＋２）
．

３）当狋∈ ［０，狊）时，有：

　犌（狋，狊）＝
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１，

　犎（狊）＝
１

Γ（α）
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狊狀－２（１－狊）α－

狀＋１，

　
犌（狋，狊）

犎（狊）
＝（
狋
狊
）狀－２ ≥狋

狀－２．

当狋∈ ［狊，１］时，有：

　犌（狋，狊）＝
１

Γ（α）
（
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２（１－狊）α－

狀＋１
－（狋－狊）α－

１），

　犎（狊）＝
１

Γ（α）
（
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
（１－狊）α－

狀＋１
－（１－狊）α－

１），

犌（狋，狊）

犎（狊）
＝

１
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
－（１－狊）

狀－２

（
（α－１）（α－２）…（α－狀＋２）

（狀－２）！
狋狀－２－

（狋－狊）α－
１

（１－狊）α－
狀＋１
）．

因为狊≤狋≤１，狊≥狋狊，狋－狊≤狋－狋狊，所以
（狋－狊）α－

１

（１－狊）α－
狀＋１ ≤

（狋－狋狊）
狀－２（１－狊）α－

狀＋１

（１－狊）α－
狀＋１ ＝狋

狀－２（１－狊）
狀－２，进而

犌（狋，狊）

犎（狊）
≥狋

狀－２，所以犌（狋，狊）≥狋
狀－２犎（狊）．

４）利用犌（狋，狊）的定义很容易得证．

９６１
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２　 主要结果及其证明

设犈＝犆［０，１］，赋予最大值范数 狌 ＝ｍａｘ狘狌（狋）狘（狌∈犈），则（犈，· ）为一Ｂａｎａｃｈ空间．由

此易知犘＝｛狌∈犆［０，１］狘狌（狋）≥０｝，狋∈［０，１］为犆［０，１］上的一个正规锥，其中θ表示犈的零元素．

犲∈犘，犲 ≤１，犲≠θ，定义犙犲＝｛狓∈犘狘λ，μ＞０，ｓ．ｔ．λ犲≤狓≤μ犲｝，其中犲＝狋
狀－２（狀≥２）．

引理２
［９］
　 设犘是实Ｂａｎａｃｈ空间犈中的正规锥，犲＞θ，犃∶犙犲×犙犲→犙犲是混合单调算子，对任

意的０＜狋＜１，存在０＜α＝α（狋）＜１，使得犃（狋狌，狋
－１狏）≥狋

α（狋）犃（狌，狏），狌，狏∈犙犲，则犃在犙犲中具有

唯一的不动点狌，并且对任意的初始值狓０，狔０∈犙犲，有 狓狀－狌

→０，狔狀－狌


→０（狀→∞），其中

狓狀＝犃（狓狀－１，狔狀－１），狔狀＝犃（狔狀－１，狓狀－１）（狀＝１，２，３，…）．

当方程（１）中的犵（狋，狌）＝犳（狋，狌，狌）时，该边值问题转化为

　

犆犇
α
０
＋狌（狋）＋犳（狋，狌（狋），狌（狋））＝０，

狌（０）＝狌′（０）＝…＝狌
（狀－３）（０）＝狌

（狀－２）（１）＝狌
（狀－１）（０）＝０

烅
烄

烆 ．
（４）

定理３　 假定犳∈犆［（０，１）×［０，∞）×［０，∞），犚
＋］，且满足：

ｉ）犳（狋，狌，狏）关于狌不减，关于狏不增；

ｉｉ）存在狉∈ （０，１）使得犳（狋，λ狌，
１

λ
狏）≥λ

狉
犳（狋，狌，狏），狌，狏＞０，０＜λ＜１；

ｉｉｉ）若０＜∫
１

０
犳（狋，犙狋

狀－２，犚狋狀－２）ｄ狋＜＋∞，犙，犚∈ （０，∞）．

则边值问题（４）有唯一的正解．

证明 　 定义算子犜∶犙犲×犙犲→犘为犜（狌，狏）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），狏（狊））ｄ狊，狌，狏∈犙犲．根据格林

函数性质及给定的条件ｉｉｉ）可知定义的算子犜有意义．

首先证明犜（狌，狏）∈犙犲，即犜∶犙犲×犙犲→犙犲．由于狌，狏∈犙犲，则存在λ１，μ１，λ２，μ２使得λ１犲≤狌（狋）≤

μ１犲，λ２犲≤狏（狋）≤μ２犲，从而有：

　犜（狌，狏）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），狏（狊））ｄ狊≥狋

狀－２

∫
１

０
犎（狊）犳（狊，狌（狊），狏（狊））ｄ狊≥

　　　狋
狀－２

∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狋，０，１）ｄ狋＝λ３犲≥０，

　犜（狌，狏）（狋）＝∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），狏（狊））ｄ狊≤

狋狀－２

（狀－２）！Γ（α－狀＋２）∫
１

０
犳（狊，μ１狊

狀－２，λ２狊
狀－２）ｄ狊＝μ３狋

狀－２，

则算子犜∶犙犲×犙犲→犙犲．

其次需证明犜∶犙犲×犙犲→犙犲是混合单调算子．事实上，如果狌１ ≤狌２（狌１，狌２ ∈犙犲），可知

　∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌１（狊），狏（狊））ｄ狊≤∫

１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌２（狊），狏（狊））ｄ狊，

式中隐含了犜（狌１，狏）（狋）≤犜（狌２，狏）（狋），狏∈犙犲，即犜（狌，狏）（狋）关于狌是不减的．类似地，如果狏１≥狏２

（狏１，狏２ ∈犙犲），可知

　∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），狏１（狊））ｄ狊≤∫

１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），狏２（狊））ｄ狊，

式中隐含了犜（狌，狏１）（狋）≤犜（狌，狏２）（狋），狌∈犙犲，即犜（狌，狏）（狋）关于狏是不增的．所以算子犜∶犙犲×犙犲→犙犲

是混合单调算子．

最后，对于 λ∈ （０，１），有

　犜（λ狌，λ－
１狏）（狋）＝∫

１

０
犌（狋，狊）犳（狊，λ狌（狊），λ

－１狏（狊））ｄ狊≥λ
狉

∫
１

０
犌（狋，狊）犳（狊，狌（狊），狏（狊））ｄ狊＝λ

狉犜（狌，狏），

所以犜（λ狌，λ－
１狏）（狋）≥λ

狉犜（狌，狏）．
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由引理２知一定存在唯一的狌，使得犜（狌，狌）＝狌，即边值问题（１）的正解存在且唯一．任意取

定初值狑０ ∈犙犲，令狌０＝λ
１
２狑０，狏０＝λ

－
１
２狑０，显然有狌０＝λ狏０，狌０ ≤狏０．可设

　狌狀＝犜（狌狀－１，狏狀－１），　狏狀＝犜（狏狀－１，狌狀－１）（狀＝１，２，３，…）．

根据算子犜的混合单调性，有：

　狌１＝犜（狌０，狏０）≤犜（狏０，狌０）＝狏１，狌１ ≥狌０；

　狌１＝犜（狌０，狏０）＝犜（λ
１
２狑０，λ

－
１
２狑０）≥λ

狉
２犜（狏０，狌０）≥λ

狉
２犜（狑０，狑０）≥λ

１
２狑０＝狌０；

　狏１＝犜（狏０，狌０）＝犜（λ
－
１
２狑０，λ

１
２狑０）≤λ

－
狉
２犜（狏０，狌０）≥λ

－
１
２狑０＝狏０．

由归纳法可以推出

　狌０ ≤狌１ ≤ … ≤狌狀 ≤狏狀 ≤ … ≤狏１ ≤狏０，

其中｛狌狀｝和｛狏狀｝是一个柯西列，并且 狌狀－狌

→０，狏狀－狌


→０（狀→ ∞）．

注：定理３可用于解决更一般的高次分数阶微分方程边值问题．

例１　 考虑分数阶微分方程组

　

犆犇
４．２

０
＋狌（狋）＋槡

狌

狋２
＋
狋
３

槡狌
＝０，０＜狋＜１；

狌（０）＝狌′（０）＝狌″（０）＝狌（１）＝狌
（４）（０）＝０

烅

烄

烆 ．

（５）

由方程（５）可知函数犳（狋，狌，狏）＝
槡狌
狋２
＋
狋
３

槡狏
虽然不是单调函数，但具有混合单调性，并且有：

　犳（狋，λ狌，
狏

λ
）＝

λ槡狌
狋２

＋

３

槡λ狋
３

槡狏
≥槡λ犳（狋，狌，狏），狌，狏＞０，λ∈ （０，１）；

　０＜∫
１

０
犳（狋，犕狋

３，犖狋３）ｄ狋＝∫
１

０

（ 犕狋槡
３

狋２
＋

狋
３

犖狋槡
３
）ｄ狋＝∫

１

０

（槡犕

槡狋
＋
１
３

槡犖
）ｄ狋＜＋∞．

于是满足条件ｉ）—ｉｉｉ），再由定理３得到此边值问题的解存在且唯一．
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