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摘要：在具有光滑边界的有界区域犇犚
２ 上，讨论了不可压缩流体的随机２ 维纳维 斯托克斯 伯格斯方程

ｄ狌＝ （Δ狌＋
１

２
狌

２
＋（狌·）狌）ｄ狋＋ｄ犠（狋），其中犠 关于时间是白噪声的，关于空间变量是尽可能一般的高

斯型时 空随机向量场；利用ＫｒｙｌｏｖＢｏｇｏｌｉｕｂｏｖ判别定理证明了上述方程的不变测度的存在性．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒａｎｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｆｌｕｉｄ

ｉｎａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎ犇ｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈｂｏｕｎｄａｒｙｄ狌＝（Δ狌＋
１

２
狌

２
＋（狌·）狌）ｄ狋＋ｄ犠（狋），ｗｈｅｒｅ犠ｉｓａＧａｕｓｓ

ｉａｎｆｏｒｍｓｐａｃｅｔｉｍｅｒａｎｄｏｍｆｉｅｌｄ，ｗｈｉｃｈｉｓｗｈｉｔｅｎｏｉｓｅｉｎｔｉｍｅ，ａｎｄａｓｇｅｎｅｒａｌａｓｐｏｓｓｉｂｌｅｉｎｔｈｅｓｐａｃｅｖａｒｉａｂｌｅ．

ＴｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｉｎｖａｒｉａｎｔｍｅａｓｕｒｅｆｏｒｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｐｒｏｖｅｄｕｓｉｎｇｔｈｅＫｒｙｌｏｖＢｏｇｏｌｉｕｂｏｖｔｈｅｏｒｅｍ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎ；ｉｎｖａｒｉａｎｔｍｅａｓｕｒｅ；ｔｉｇｈｔｎｅｓｓ

０　引言

随机偏微分方程的遍历性从上世纪末开始得到了深入的研究［１４］．１９９２年Ｇ．ＤａＰｒａｔｏ
［１］研究了１

维随机伯格斯方程的不变测度的存在性，１９９４年Ｆ．Ｆｌａｎｄｏｌｉ
［４］研究了随机纳维 斯托克斯方程的耗散性

和不变测度的存在性，其中纳维 斯托克斯方程虽然是研究湍流现象的一个理想的模型，但由于其解的

复杂性（其解往往呈现出混沌现象），所以很难用初等函数把它表示出来，而被随机外力扰动的纳维 斯

托克斯方程的解更为复杂．相反，确定性伯格斯方程的解总是呈现出一种稳定性，当施加一个确定性强

迫力时，随着时间趋于无穷大，所有的解都趋近于一个稳定的解，因此此方程并不是一个用来研究湍流

现象的理想模型；但该方程在施加随机强迫力之后，其解也呈现出混沌现象，所以一些学者把随机伯格

斯方程也做为研究湍流现象的一个模型［４６］．

设犇是犚２上具有光滑边界的有界区域，本文将在该区域上研究如下具有不可压缩性和边界条件的

随机２ 维纳维 斯托克斯 伯格斯方程：
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ｄ狌（狋，狓）＝（Δ狌（狋，狓）＋

１

２
狌（狋，狓）

２
＋（狌（狋，狓）·）狌（狋，狓））ｄ狋＋ｄ犠（狋），

ｄｉｖ狌（狋，狓）＝０，狓∈犇；狌（狋，狓）＝０，狓∈犇．

（１）

其中犠 为下面式（３）的无穷维布朗运动．

用犞表示在犇上无穷可微的支集严格包含在犇内的散度为零的向量场构成的空间．对任意α∈犚，

用犞α 表示犞在２维Ｓｏｂｏｌｅｖ空间犎
α
×犎

α 上的闭包．特别地用犎 来记犞０，用犞 来记犞１，则犎 在如下

内积和范数意义下变成Ｈｉｌｂｅｒｔ空间：〈犳，犵〉＝∫犇
犳（狓）·犵（狓）ｄ狓，犳 ＝∫犇

犳
２ｄ（ ）狋

１
２

，犳，犵∈犎．为了

讨论方便，我们引进线性算子犃∶犇（犃）→犎，犃狌＝犘Δ狌（这里犘为（犔
２（犇））２到犎 的正交投影）．于是

有犇（犃）＝（犎
２
×犎

２）∩犞，并且犞与犇（（－犃）
１／２）一致．假设犃是负定、自伴、其逆为紧的线性算子，用

０＜λ１≤λ２≤ … 来记－犃的特征值，用０＜犲１≤犲２≤ … 来记其对应的特征函数构成的犎 的完备规

范正交系统．由以上条件和假设可得到Ｐｏｉｎｃａｒé不等式 （－犃）
１／２（·）≥λ１ · ．

再引进双线性算子犅（·，·）∶犞×犞→犞－１，犅（狌，狏）＝ （狌·）狏．由不可压缩性，得到〈犅（狌，狏），狏〉＝０，

〈犅（狌，狏），狑〉＝－〈犅（狌，狑），狏〉，并且方程（１）变成如下犎 上的抽象形式的方程：

　ｄ狌＝（犃狌＋
１

２
狌

２
＋犅（狌，狌））ｄ狋＋ｄ犠（狋）． （２）

假设方程中的随机项犠（狋）具有如下形式：

　犠（狋）＝
∞

犼＝１

犿犼β犼犲犼， （３）

其中｛β犼｝犼∈犖＋ 是一组相互独立的，并且是关于概率空间（Ω，犉，犘）上的滤｛犉狋｝狋≥０ 相适应的标准实值布朗

运动．我们假设常数项｛犿犼｝犼∈犖＋ 对某一个β０ ＞０满足条件

　
∞

犼＝１

犿２犼λ
２β０－１

／２
犼 ＜ ∞． （４）

这个条件表明犠（狋）是犇（犃－１
／４＋β０）值布朗运动．当常数项犿犼＝λ

－１／４－β０
犻 时，犠（狋）为犇（犃１

／４＋β０）值柱状

布朗运动，这说明上述条件囊括了绝大多数的无穷维布朗运动．

１　 预备知识

设（Ω，犉，犘）为一个概率空间，｛θ狋∶Ω→Ω｝狋∈犚为Ω的保测变换族，并满足θ０＝犐犱Ω，对任意狋，狊∈犚，

若有θ狋＋狊＝θ狋θ狊，则称（（Ω，犉，犘），（θ狋））狋∈犚 为概率空间Ω上的可测动力系统．

定义１　 设犎 为一个完备可分度量空间，并具有Ｂｏｒｅｌσ代数犅（犎）．如果一个可测映射Φ∶犚＋×

犎×Ω→犎；（狋，狌，ω）狘→Φ（狋，ω）狌满足Φ（０，ω）＝犐犱犎，并且对任意狋，狊∈犚有

　Φ（（狋＋狊），ω）＝Φ（狋，θ狊ω）Φ（狊，ω）， （５）

则称Φ是犎 上关于θ狋的随机动力系统．

用犆犫（犎）表示由犎上的所有有界连续函数所构成的空间，其范数是上确界范数．用犘狉（犎）表示在

（犎，犅（犎））上可测的概率测度构成的空间，并引进符号〈犳，μ〉∶＝∫犎
犳（狓）μ（ｄ狓），犳∈犆犫（犎），μ∈

犘狉（犎）．在犆犫（犎）上定义Ｍａｒｋｏｖ半群犘狋，使得（犘狋犳）（狓）∶＝犈犳（Φ（狋，狓，·）），犳∈犆犫（犎），狓∈犎．并

且，在犘狉（犎）上定义其对偶半群犘
狋 为〈犳，犘


狋μ〉∶＝〈犘狋犳，μ〉，犳∈犆犫（犎），μ∈犘狉（犎）．

定义２　 设犘狋为犆犫（犎）上的一个Ｍａｒｋｏｖ半群，如果存在μ∈犘狉（犎），使得对所有狋＞０，有犘

狋μ＝μ，

则称μ为犘狋的一个不变测度．

定义３　 对 ε＞０，存在紧集 犓  犎，使得｛犔（狌λ（０））｝犓犮 ≤ε，λ≥０成立，则称分布列

｛犔（狌λ（０））｝λ≥０ 为肽紧的．

如果对所有狋≥０，半群犘狋为犆犫（犎）上的变换，则称 Ｍａｒｋｏｖ半群犘狋具有Ｆｅｌｌｅｒ性．

２６１
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定理１（ＫｒｙｌｏｖＢｏｇｏｌｉｕｂｏｖ）　 设随机动力系统Φ决定的Ｍａｒｋｏｖ半群犘狋具有Ｆｅｌｌｅｒ性，并且对某

一狓∈犎 存在序列狋狀→＋∞，使得
１

狋狀∫
狋狀

０
犔（Φ（狊，狓，·））ｄ狊→珘μｗｅａｋｌｙａｓ狀→＋∞，那么珘μ为犘狋的一

个不变测度．

定理２（Ｐｒｏｋｈｏｒｏｖ）　犘狉（犎）的子集Γ相对紧当且仅当Γ是肽紧的．

以下给出方程（２）所决定的随机动力系统．令犎 为以上所定义的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，设狌０∈犎．如果存

在循序可测的映射狌∶［狋０，犜］×犇×Ω→犚
２，犘 几乎确定狌（·，·，ω）∈犔

２（狋０，犜；犞）∩犆（狋０，犜；犎），

并对任意υ∈犇（犃），狋∈［狋０，犜］有〈狌（狋），υ〉＝〈狌０，υ〉＋∫
狋

０

（〈狌（狊），犃
υ〉＋〈

１

２
狌（狊）

２
＋犅（狌（狊），狌（狊）），

υ〉）ｄ狊＋〈犠（狋－狋０），υ〉，则称狌（狋）为方程（２）的以狌０ 为初始条件的弱解．

如果定义θ狋（·）＝θ（狋＋·）－θ（狋），那么由后面定理３的结果，可以定义犎上关于θ狋的随机动力系统

Φ（狋，狌０，·）＝狌（狋），其中狌（狋）为以狌０为初始条件的方程（２）的弱解．由解的唯一性可知，Φ满足（５）式．

２　 弱解的存在和唯一性

本文中犆表示正常数，犆（ε），犮犻（ε）（犻＝１，２，…）表示依赖于ε的正常数．为了便于处理方程，对于

α＞０，引进改进的随机卷积犠
α
犃（狋）＝∫

狋

－∞
ｅ
（狋－狊）（犃－α）ｄ犠（狊），则犠α

犃（０）是改进的ＯｒｎｓｔｅｉｎＵｈｌｅｎｂｅｃｋ方

程
ｄ狕＝（犃狕－α狕）ｄ狋＋ｄ犠（狋），

狕（０）＝狕
烅
烄

烆 ０

的遍历不变解，其中狕０＝∫
０

－∞
ｅ－狊

（犃－α）ｄ犠（狊）．对于狋≥狋０，通过变量替换

狏α（狋）＝狌（狋）－犠α
犃（狋），方程（２）变为如下半线性随机微分方程：

　　

ｄ狏α（狋）

ｄ狋
＝犃狏

α（狋）＋
１

２
（狏α（狋）＋犠α

犃（狋））
２
＋犅（狏α（狋）＋犠α

犃（狋），狏
α（狋）＋犠α

犃（狋））＋α犠
α
犃（狋），

狏α（狋０）＝狌（狋０）－犠
α
犃（狋０）

烅

烄

烆 ．

（６）

定理３　对任意狌０∈犎，方程（２）在任意区间［狋０，犜］上存在唯一的Ｍａｒｋｏｖ弱解狌，对０≤β≤β０，

满足

　狌（·，·，ω）∈犆（狋０，犜；犎）∩犔
２（狋０，犜；犇（犃

ｍｉｎ｛１／４＋β，１／２｝））ｅ．ｓ．， （７）

并具有正则性

　狏
α（·，·，ω）＝狌（·，·，ω）－犠α

犃（·，·，ω）∈犔
２（狋０，犜；犞）． （８）

证明　用犎狀来表示由犲１，犲２，…，犲狀张成的犎 的子空间，用犘狀来表示从空间犎 到犎狀的正交投影，

并令犠α
犃，狀（狋）＝

狀

犼＝１

（∫
狋

－∞
ｅ
（狋－狊）（犃－α）犿犼犲犼ｄβ犼（狊）），狏

α
狀 ∈犎狀．考虑如下狀元常微分方程组：

　

ｄ狏α狀（狋）

ｄ狋
＝犃狏

α
狀（狋）＋

１

２
犘狀（狏

α
狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋））

２
＋

　　　　犘狀犅（狏
α
狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋），狏

α
狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋））＋α犘狀犠

α
犃，狀（狋），

狏α狀（狋０）＝犘狀（狌０－犠
α
犃，狀（狋０））

烅

烄

烆 ．

（９）

显然，ｌｉｍ
λ→∞
狏α狀（狋０）＝狏

α（狋０）．在犎 上对方程（９）的两端用狏
α
狀（狋）做内积，整理得

　
１

２

ｄ

ｄ狋
狏α狀（狋）

２
＋ （－犃）

１
２狏α狀（狋）

２
－
１

２
〈（狏α狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋））

２，狏α狀（狋）〉＝

　　〈犅（狏α狀（狋）＋犠
α
犃，狀（狋），狏

α
狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋）），狏

α
狀（狋）〉＋α∫犇

犠α
犃，狀（狋）狏

α
狀（狋）ｄ狓． （１０）

由ｄｉｖ狌α狀（狋）＝ｄｉｖ（狏
α
狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋））＝０和边界条件可推出

　〈（狏α狀（狋）＋犠
α
犃，狀（狋））

２，狏α狀（狋）〉＝∫犇
ｄｉｖ（（狏α狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋））

２狏α狀（狋））ｄ狓－
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　　∫犇

（狏α狀（狋）＋犠
α
犃，狀（狋））

２ｄｉｖ狏α狀（狋）ｄ狓＝∫犇

（狏α狀（狋）＋犠
α
犃，狀（狋））

２狏α狀（狋）υｄ狓＝０． （１１）

其中υ表示犇边界犇的向外单位法向量．利用插值不等式、Ｈｌｄｅｒ不等式和Ｙｏｕｎｇ不等式，由（１０）式得

　 〈犅（狏α狀（狋）＋犠
α
犃，狀（狋），狏

α
狀（狋）＋犠

α
犃，狀（狋）），狏

α
狀（狋）〉≤

　　ε （－犃）
１
２狏α狀（狋）

２
＋犮１（ε）犠

α
犃，狀（狋）

４
犔
４（犇）狏

α
狀（狋）

２
＋犆（ε）犠α

犃，狀（狋）
４
犔
４（犇）． （１２）

利用（１１）、（１２）式和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入公式，并选取适当的常数ε，可得到

　
１

２

ｄ

ｄ狋
狏α狀（狋）

２
＋
１

２
（－犃）

１
２狏α狀（狋）

２
≤

　　犮１（ε）犠
α
犃，狀（狋）

４
犔
４（犇）狏

α
狀（狋）

２
＋犆 犠

α
犃，狀（狋）

４
犔
４（犇）＋犆α

２ 犠α
犃，狀（狋）

２． （１３）

由（１３）式和Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，可得到：

　 狏
α
狀（狋）

２
≤ 狏α狀（狋０）

２ ｅ∫
狋
狋
０
（－λ１＋犮１

（ε） 犠
α
犃，狀
（狊）

４
犔
４（犇）

）ｄ
（ ）

狊

＋

　　犆∫
狋

狋
０

犠α
犃，狀（狊）

４
犔
４（犇）＋α

２ 犠α
犃，狀（狊）（ ）２ ｅ∫

狋
狊
（－λ１＋犮１

（ε） 犠
α
犃，狀
（σ）

４
犔
４（犇）

）ｄσ
）ｄ狊（ ； （１４）

　∫
狋

狋
０

（－犃）
１
２狏α狀（σ）

２ｄσ≤ 狏α狀（狋０）
２
＋犆∫

狋

狋
０

（犠α
犃，狀（σ）

４
犔
４（犇）狏

α
狀（σ）

２
＋

　　 犠α
犃，狀（σ）

４
犔
４（犇）＋α

２ 犠α
犃，狀（σ）

２）ｄσ． （１５）

另外，由定义 犠α
犃，狀（狋）为 犎 上的对称的高斯过程，可知其协方差算子为犈犠

α
犃，狀（狋） 犠

α
犃，狀（狋）＝

ｄｉａｇ∫
狋

－∞
ｅ－２

（狋－狊）（λ
犼
＋α）犿２犼ｄ狊∶犼＝１，…，（ ）狀 ＝ｄｉａ犵犿２犼／２（λ犼＋α）∶犼＝１，…，（ ）狀 ．因此，由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理

和布朗运动｛β犼∶犼＝１，２，…｝的独立性，得

　犈 犠
α
犃，狀（σ）

４
犔
４（犇）≤犆犈 犠α

犃，狀（σ）
４
犇（犃

１／４＋β）＝犆 
狀

犻，犼＝１，犻≠犼

λ
１／２＋２β
犻 犿２

犻

２（λ犻＋α）
λ
１／２＋２β
犼 犿２

犼

２（λ犼＋α）（ ＋

　　
狀

犼＝１

犈∫
狋

－∞
ｅ－２

（狋－狊）（λ
犼
＋α）
λ
１／４＋β
犼 犿犼ｄβ犼（狊（ ）） ）

４

＜犆 
∞

犻，犼＝１，犻≠犼

λ
１／２＋２β
犻 犿２

犻

２（λ犻＋α）
λ
１／２＋２β
犼 犿２

犼

２（λ犼＋α）（ ＋

　　
∞

犼＝１∫
∞

－∞

狊４

犿犼

λ犼＋α

槡π
ｅ－狊

２（λ
犼
＋α）／犿

２
犼ｄ）狊 ＝犆 

∞

犻＝１

λ
１／２＋２β
犻 犿２

犻

２（λ犻＋α（ ））
２

＋２
∞

犻＝１

犆
λ
１／２＋２β
犻 犿２

犻

２（λ犻＋α（ ））
２

＜ ∞． （１６）

所以由（１３）和（１５）式可知，狏α狀（狋）
２
＜狉１（ω）＜∞，∫

犜

狋
０

（－犃）
１／２狏α狀（σ）

２ｄσ＜狉２（ω）＜ ∞ａ．ｓ．．由这

些不等式，再利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，可以得到满足条件（８）的方程（６）的弱解狏α（狋），再由犠α
犃（狋，·，ω）∈

犇（犃ｍｉｎ｛１／４＋β，１／２｝）可得到解的性质（７）．

下面证明解的唯一性．假设狏α１（狋），狏
α
２（狋）是方程（６）的两个解，则有

　
ｄ（狏α１（狋）－狏

α
２（狋））

ｄ狋
＝犃（狏α１（狋）－狏

α
２（狋））＋

１

２
（（狏α１（狋）＋犠

α
犃（狋））

２
－（狏α２（狋）＋犠

α
犃（狋））

２）＋

　　犅（狏α１（狋）＋犠
α
犃（狋），狏

α
１（狋）＋犠

α
犃（狋））－犅（狏

α
２（狋）＋犠

α
犃（狋），狏

α
２（狋）＋犠

α
犃（狋））．

对上式两端在犎上与（狏α１（狋）－狏
α
２（狋））做内积，再利用插值不等式、Ｈｌｄｅｒ不等式和Ｙｏｕｎｇ不等式，可得

　
１

２

ｄ

ｄ狋
狏α１（狋）－狏

α
２（狋）

２
＋ （－犃）

１
２（狏α１（狋）－狏

α
２（狋））

２
＝

　　 〈犅（狏α１（狋）－狏
α
２（狋），狏

α
１（狋）＋犠

α
犃（狋）），狏

α
１（狋）－狏

α
２（狋）〉＋

　　 〈１
２
（（狏α１（狋）＋犠

α
犃（狋））

２
－（狏α２（狋）＋犠

α
犃（狋））

２），狏α１（狋）－狏
α
２（狋）〉≤

　　 （－犃）
１
２（狏α１（狋）－狏

α
２（狋））

２
＋犆狏

α
１（狋）－狏

α
２（狋）

２
犔
４（犇）狏

α
１（狋）＋犠

α
犃（狋）

２
犔
４（犇）＋

　　
１

２∫犇

（（狏α１（狋）＋犠
α
犃（狋））

２
－（狏α２（狋）＋犠

α
犃（狋））

２）（狏α１（狋）－狏
α
２（狋））υｄ狊≤

　　 （－犃）
１
２（狏α１（狋）－狏

α
２（狋））

２
＋犆狏

α
１（狋）－狏

α
２（狋）

２
犔
４（犇）狏

α
１（狋）＋犠

α
犃（狋）

２
犔
４（犇）．
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再利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，由上式可得

　 狏
α
１（狋）－狏

α
２（狋）

２
≤ 狏α１（狋０）－狏

α
２（狋０）

２ｅ∫
狋
狋
０
（犆 狏

α
１
（σ）＋犠

α
犃
（σ）

４
犔
４（犇）

）ｄσ． （１７）

结合（１６）式，即可得出解的唯一性．

３　犉犲犾犾犲狉性及其不变测度的存在性

引理１　 转移半群犘狋满足性质犘狋（犆犫（犎））犆犫（犎）．

证明 　 假设序列狓狀∈犎满足狓狀→狓，ａ．ｓ．ｉｎ犎．由（１７）式可知狏
α
狀（狋）→狏

α（狋），ａ．ｓ．ｉｎ犎，这就

意味着对任意∈犆犫（犎），有（狏
α
狀（狋））→（狏

α（狋）），ｉｎ犎ａ．ｓ．．由控制收敛定理可得犘狋（狓狀）→

犘狋（狓）．

下证当α足够大时，均方意义下 犠α
犃（狋）在犇（犃

１／２＋２β）上任意小．

引理２　对任意ε＞０，０≤β＜β０，存在α＞０，使得对所有狋∈犚，有犈（（－犃）
１
４＋β犠α

犃（狋）
２）＜ε．

证明　由假设（３），把犠α
犃（狋）表示成无穷级数犠

α
犃（狋）＝

∞

犼＝１

（∫
狋

－∞
ｅ
（狋－狊）（犃－α）犿犼犲犼ｄβ犼（狊））．由Ｉｔ^ｏ等距公

式和算子犃 的性质，得到犈（（－犃）
１
４＋β犠α

犃（狋）
２）＝

∞

犼＝１∫
狋

－∞
犿２犼λ

１
２＋２β
犼 ｅ－２

（λ
犼
＋α）（狋－狊）ｄ狊＝

∞

犼＝１

（λ犼）
１
２＋２β犿２

犼

２（λ犼＋α）
≤



犖
０

犼＝１

（λ犼）
１
２＋２β犿２

犼

２（λ犼＋α）
＋ 

∞

犼＝犖０＋１

１

２
（λ犼）

２β－
１
２犿２犼．由假设（４）知：当犖０取值足够大时，上面不等式右侧第２项趋近

于无穷小；当α的值足够大时，不等式右侧的第１项趋近于无穷小．因而，引理２得证．

下面把Ｗｉｅｎｅｒ过程犠（狋）扩充到整个实数域犚上，即（３）式中的β犼为双边实值标准布朗运动．对于

λ≥０，我们把方程（２）的解记为狌λ（狋）＝Φ（狋，０，θ－λ（·）），即狌λ（狋）满足

　
ｄ狌λ＝（犃狌λ＋

１

２
狌

２
λ＋犅（狌λ，狌λ））ｄ狋＋ｄ犠（狋），

狌λ（－λ）＝０

烅

烄

烆 ．

（１８）

根据定理３，方程（１８）存在解．借助对σ＞０，嵌入犎
σ（犇）→犔

２（犇）的紧性来证明｛狌λ（０）｝λ≥０的紧性．

从而，证明分布列｛犔（狌λ（０））｝λ≥０ 的肽紧性．

对狋≥－λ，通过变量替换狏
α
λ（狋）＝狌λ（狋）－犠

α
犃（狋），方程（１８）变为如下半线性随机微分方程：

ｄ狏αλ（狋）

ｄ狋
＝犃狏

α
λ（狋）＋

１

２
（狏αλ（狋）＋犠

α
犃（狋））

２
＋犅（狏αλ（狋）＋犠

α
犃（狋），狏

α
λ（狋）＋犠

α
犃（狋））＋α犠

α
犃（狋），

狏αλ（－λ）＝－犠
α
犃（－λ）

烅

烄

烆 ．

（１９）

４　 主要结果及其证明

定理４　 方程（２）所决定的转移半群犘狋存在不变测度．

证明 　 首先估计（１４）式右端．由文献［２３］可知，随机过程犠α
犃 是遍历的，即

　ｌｉｍ
λ→∞

１

λ∫
０

－λ
犠α
犃（狊）

４
犔
４（犇）ｄ狊＝犈（犠

α
犃（狋）

４
犔
４（犇）），ａ．ｓ．ｉｎ犘．

从而，由引理２可知，存在随机常数α０（狑）＞０，λ０ ＞０，当α＞α０（狑），λ≥λ０ 时，

　犮１（ε）∫
０

－λ
犠α
犃（狊）

４
犔
４（犇）ｄ狊≤

１

２
λ

几乎必然成立．并且，由于 犠α
犃，狀（狊）和 犠α

犃，狀（狊）犔
４（犇）有至多多项式增长，从而当α＞α０ 时，（１４）式右

端是几乎必然有界的，即存在一个随机变量狉３（ω），使得对任意λ＞狊，

　 狏
α
λ（狊）≤狉３（ω） （２０）

对狊∈ ［－１，０］几乎必然成立．同理，由（１６）式可知存在随机变量狉４（ω），使得
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　∫
０

－１

（－犃）
１
２狏α狀（σ）

２ｄσ≤狉４（ω）． （２１）

用（－犃）
２θ狏αλ（狋）（０＜θ≤

１

２
）与方程（１９）的第１式两端在空间犎 上做内积，整理得

　
１

２

ｄ

ｄ狋
（－犃）θ狏αλ（狋）

２
＋ （－犃）

１
２＋θ狏αλ（狋）

２
＝

　　〈（－犃）θ犅（狏αλ（狋）＋犠
α
犃（狋），狏

α
λ（狋）＋犠

α
犃（狋）），（－犃）

θ狏αλ（狋）〉＋α〈（－犃）
θ犠α

犃（狋），（－犃）
θ狏αλ（狋）〉≤

　　ε （－犃）θ＋
１
２狏αλ（狋）

２
＋犆（ε）（狏αλ（狋）

２ （－犃）
１
２狏αλ（狋）

２ （－犃）θ狏αλ（狋）
２
＋

　　 （－犃）
１
４＋

θ
２犠α

犃（狋）
４）＋ε （－犃）

２θ狏αλ（狋）
２
＋犆（ε）犠α

犃（狋）
２．

取ε≤
１

４
，并利用Ｐｏｉｎｃａｒé不等式，得

　
ｄ

ｄ狋
（－犃）θ狏αλ（狋）

２
＋ （－犃）

１
２＋θ狏αλ（狋）

２
≤

　　犆（狏αλ（狋）
２ （－犃）

１
２狏αλ（狋）

２ （－犃）θ狏αλ（狋）
２
＋ 犠α

犃（狋）
２
＋ （－犃）

１
４＋

θ
２犠α

犃（狋）
４）．

再利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，得

　 （－犃）θ狏αλ（０）
２
≤ｅ

（∫
０
狉犆 狏

α
λ
（狊）

２ （－犃）
１
２狏
α
λ
（狊）

２
ｄ狊） （－犃）θ狏αλ（狉）

２
＋

　　犆∫
０

狉
ｅ
（∫
０
σ
犆 狏

α
λ
（狊）

２ （－犃）
１
２狏
α
λ
（狊）

２
ｄ狊）（犠α

犃（σ）
２
＋ （－犃）

１
４＋

θ
２犠α

犃（σ）
４）ｄσ．

对上式两端关于狉在［－１，０］上做积分，整理得

　 （－犃）θ狏αλ（０）
２
≤ｅ

（∫
０
－１
犆 狏

α
λ
（狊）

２ （－犃）
１
２狏
α
λ
（狊）

２
ｄ狊）

∫
０

－１

（－犃）θ狏αλ（狉）
２ｄ狉＋

　　犆∫
０

－１
ｅ
（∫
０
σ
犆 狏

α
λ
（狊）

２ （－犃）
１
２狏
α
λ
（狊）

２
ｄ狊）（犠α

犃（σ）
２
＋ （－犃）

１
４＋

θ
２犠α

犃（σ）
４）ｄσ．

结合（２０）和（２１）式，从上式可推得｛狏αλ（０）｝λ≥０和｛狌λ（０）｝λ≥０在犎
２θ（犇）上几乎必然有界．从而，依概率有

界．由嵌入 犎２θ
→犔

２（犇）的紧性可得分布列｛犔 （狌λ（０））｝λ≥０ 的肽紧性．再结合引理１和 Ｋｒｙｌｏｖ

Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ定理，定理４得证．

注１　 如果狌０ ∈犆
∞（犇），则从定理４的证明可知，对θ∈ （０，２β０）∩ （０，１／２］，可得

　狌（·，·，ω）∈犆（狋０，犜；犇（犃
ｍｉｎ｛１／４＋β，θ｝））∩犔

２（狋０，犜；犇（犃
ｍｉｎ｛１／４＋β，１／２＋θ｝））．

参考文献：

［１］　ＰｒａｔｏＧＤａ，ＧａｔａｒｅｋＤ．ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｎｏｉｓｅ［Ｊ］．ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃｓＳｔｏｃｈＲｅｐ，１９９５，５２：２９４１．

［２］　ＦｌａｎｄｏｌｉＦ，ＧａｔａｒｅｋＤ．ＤｉｓｓｉｐａｔｉｖｉｔｙａｎｄｉｎｖａｒｉａｎｔｍｅａｓｕｒｅｓｆｏｒｓｔｏｃｈａｓｔｉｃＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

ＴｈｅｏｒｙａｎｄＲｅｌａｔｅｄＦｉｅｌｄｓ，１９９５，１０２（３）：３６７３９１．

［３］　ＣｒａｕｅｌＨ，ＦｌａｎｄｏｌＦ．Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｒａｎｄｏｍｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＰｒｏｂａｂＴｈｅｏｒｙＲｅｌａｔＦｉｅｌｄｓ，１９９４，１００（３）：

３６５３９３．

［４］　ＣｈｏｉＨ，ＴｅｍａｍＲ，ＭｏｉｎＰ，ｅｔａｌ．ＦｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｕｎｓｔｅａｄｙｆｌｏｗａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏＢｕｒｇｅｒｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．

ＪＦｌｕｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９３，２５３：５０９５４３．

［５］　ＨｏｓｏｋａｗａＩ，ＹａｍａｍｏｔｏＫ．ＴｕｒｂｏｌｅｎｃｅｉｎｔｈｅｒａｎｄｏｍｌｙｆｏｒｃｅｄｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＢｕｒｇｅｒｓｆｌｏｗ［Ｊ］．ＪＳｔａｔＰｈｙｓ，

１９７５，１３（３）：２４５２７２．

［６］　ＣｈａｍｂｅｒｓＤＨ，ＡｄｒｉａｎＲＪ，ＭｏｉｎＰ，ｅｔａｌ．ＫａｒｈｕｎｅｎＬｏéｖｅｅｘｐａｎｓｉｏｎｏｆＢｕｒｇｅｒｓ’ｍｏｄｅｌｏｆｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｊ］．Ｐｈｙｓ

Ｆｌｕｉｄｓ，１９８８，３１（９）：２５７３２５８２．

［７］　ＪｅｎｇＤａｈＴｅｎｇ．Ｆｏｒｃｅｄｍｏｄｅｌｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｊ］．ＴｈｅＰｈｙｓｉｃｓｏｆＦｌｕｉｄｓ，１９６９，１２（１０）：２００６２０１０．

［８］　ＫａｒｄａｒＭ，ＰａｒｉｓｉＭ，ＺｈａｎｇＪＣ．Ｄｙｎａｍｉｃａｌｓｃａｌｉｎｇｏｆｇｒｏｗｉｎｇｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓＲｅｖＬｅｔｔ，１９８６，５６（９）：８８９

８９２．

［９］　ＰｒａｔｏＤａＧ，ＺａｂｃｚｙｋＪ．ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓｉｎＩｎｆｉｎｉｔｅＤｉｍｅｎｓｉｏｎｓ，ＥｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄｉｔｓＡｐｐｌｉｃａ

ｔｉｏｎｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９９２．

６６１


	l1303MU_部分7
	l1303MU_部分8
	l1303MU_部分9
	l1303MU_部分10
	l1303MU_部分11
	l1303MU_部分12

