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一类泛函差分方程的频率收敛解
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摘要：利用数列的频率测度的定义及其性质研究了一类差分方程解的频率收敛性．首先定义与所讨论差分方

程密切相关的多项式函数，并求出此函数的不动点；然后利用此函数在不同区间上的单调性，证明了初始值取

在 ［０，１］区间时，差分方程的解存在两个０．５度频率极限０和１．
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　　经典的收敛概念已经不能准确描述数列的收敛性，为了更细致地刻画数列的收敛性，２００９年田传

俊［１２］首次引进了数列的频率测度的概念，并由此定义了数列的频率收敛性和频率振动性的概念．近几

年来，差分方程解的频率收敛性和频率振动性问题得到了人们的关注，目前为止，人们得到的成果多集

中在差分方程解的频率振动性方面［１１１］，而关于解的频率收敛性讨论得很少．频率收敛的概念与经典的

收敛概念相比更为一般化，并且这些新的概念及其性质能够在复杂的动力系统上得到更好地运用［１２］．

本文探讨如下一类差分方程的频率收敛性，得出这类方程的解的频率收敛性定理：

　狓狀＋２＝１－狓
２
狀． （１）

１　 预备知识

对任意两个集合犃和犅，将犃与犅的并、交、差集分别记为犃∪犅，犃∩犅，犃＼犅．此外，用表示空

集合．设犣是整数集，对犽，犾∈犣，记犣［犽，∞）＝｛犻∈犣狘犻≥犽｝，犣［犽，犾］＝｛犻∈犣狘犽≤犻≤犾｝，犣（－∞，

犾］＝｛犻∈犣狘犻≤犾｝．设Ω犣， Ω 表示集合Ω 中元素的个数，记Ω
（狀）
＝Ω∩犣（－∞，狀］．

设犡＝｛狓狀｝
∞
狀＝犽 是实数列，犮为任意常数，记（狓≤犮）＝｛狀∈犣狘狓狀 ≤犮｝．类似可以定义（狓≥犮），
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（狓＜犮），（狓＞犮）等．

定义１
［１］
　 设Ω是犣或犣［－犽，∞）的一个子集，若上、下极限μ（Ω）＝ｌｉｍ

狀→∞
ｉｎｆ

Ω
（狀）

狀
和μ

（Ω）＝

ｌｉｍ
狀→∞
ｓｕｐ

Ω
（狀）

狀
存在，则称μ（Ω）和μ

（Ω）分别为集合Ω 的下频率测度和上频率测度．特别地，若

μ（Ω）＝μ
（Ω）＝μ（Ω），则称μ（Ω）为Ω的频率测度，也称Ω是频率可测的；若Ω不是可测的，则称Ω不

可测．

显然，Ω的频率测度能表示集合Ω 的元素个数在自然数集犖中所占的“比例”的大小．对任意Ω

犖，μ（Ω）和μ
（Ω）都存在，且０≤μ（Ω）≤μ

（Ω）≤１，当Ω是有限集合时，μ（Ω）＝０，μ（犖）＝１，

μ（）＝０．

定义２
［４］
　设犡＝｛狓狀｝

∞
狀＝１是一实数列，犐犚，如果存在一个常数ω∈［０，１］，使得μ

（犡犐）≤

ω（或μ（犡∈犐）≥１－ω），则称犡为上频率ω 度属于区间犐．

定义３
［１］
　设犡＝｛狓狀｝

∞
狀＝１是一实数列，犪是一个常数．如果对任意ε＞０，存在一个常数ω∈［０，１），

使得μ
（犡－犪 ≥ε）≤ω（或μ（犡－犪 ＜ε）＞１－狑），则称犡是（至多）ω度上频率收敛于实数

犪，犪称为犡 的（至多）ω度上频率极限．（至多）下频率极限和频率极限可类似定义．

关于频率测度和频率收敛的一些性质，详见文献［１４］．

２　 主要结果及其证明

给定初始值狓０，狓１ 后，利用方程（１）递推而确定的数列犡＝｛狓狀｝
∞
狀＝２称为由初始值狓０，狓１ 确定的方

程（１）的解．显然，当初始值狓０＝狓１＝
槡５－１
２

时，对任意狀＞０，均有狓狀＝
槡５－１
２

，即差分方程（１）的解

是常数列犡＝｛槡
５－１

２
｝∞狀＝２．若初始值狓０ 和狓１ 均不等于

槡５－１
２

，则有如下结论：

定理１　 若初始值狓０，狓１∈［０，１］，且狓０≠
槡５－１
２

，狓１≠
槡５－１
２

，则由初始值狓０，狓１确定的方程

（１）的解犡＝｛狓狀｝
∞
狀＝１ 存在两个０．５度频率极限０和１．

证明 　 证明可分为如下３种情况讨论：

①狓０ ∈ ［０，
槡５－１
２

），狓１ ∈ ［０，
槡５－１
２

）；

②狓０ ∈ （
槡５－１
２

，１］，狓１ ∈ （
槡５－１
２

，１］；

③狓０ ∈ ［０，
槡５－１
２

），狓１ ∈ （
槡５－１
２

，１］或狓０ ∈ （
槡５－１
２

，１］，狓１ ∈ ［０，
槡５－１
２

）．

首先设多项式犌（狋）＝犎（狋）－狋＝１－狋－（１－狋
２）２，其中犎（狌）＝１－（１－狌

２）２．令犌（狋）＝０，解得

狋１＝
－１－槡５
２

，狋２＝０，狋３＝
－１＋槡５
２

，狋４＝１．根据其导函数犌′（狋）＝－１＋４狋－４狋
３，令犌′（狋）＝０，可解

得３个不同根γ，α和β，其中γ∈ （－∞，－槡３／３），α∈ ［０，槡３／３），β∈（槡３／３，１］，γ＜０＜α＜β．通

过分析，易知：

狋≥１－（１－狋
２）２，狋∈ ［０，

槡５－１
２

）；

狋≤１－（１－狋
２）２，狋∈ （

槡５－１
２

，１］

烅

烄

烆
．

下面就以上３种情况分别给出证明．

第１种情况：设狓０∈［０，
槡５－１
２

），狓１∈［０，
槡５－１
２

），则０≤狓
２
０＜（

槡５－１
２

）２＝
３－槡５
２

，从而０≥－

８５１
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狓２０ ＞
槡５－３
２

，于是有１≥狓２＝１－狓
２
０ ＞１＋

槡５－３
２

＝
槡５－１
２

，即狓２ ∈（
槡５－１
２

，１］．同理可得狓３ ∈

（槡５－１
２

，１］．又由狓４＝１－狓
２
２，狓５＝１－狓

２
３，可得狓４∈ ［０，

槡５－１
２

），狓５∈ ［０，
槡５－１
２

）．由（１）式可得：

　狓狀＋４＝１－狓
２
狀＋２＝１－（１－狓

２
狀）
２，狀＝０，１，２，…． （２）

因为狓４狀 ∈ ［０，
槡５－１
２

），狀＝０，１，２，…，显然有不等式槡
５－１

２
＞狓０≥１－（１－狓

２
０）
２
＝狓４≥ … ≥

狓４狀－４≥１－（１－狓
２
４狀－４）

２
＝狓４狀≥…≥０成立．令狔狀＝狓４狀，狀＝０，１，２…，则｛狔狀｝是单调递减的有界数列，

且ｌｉｍ
狀→∞
狔狀＝狔 ∈［０，

槡５－１
２

）．下面证明狔＝０．为方便起见，将（２）式写成狔狀＝犎（狔狀－１），狀＝１，２，３…，

其中犎（狌）＝１－（１－狌
２）２，犌（狋）＝犎（狋）－狋＝１－狋－（１－狋

２）２．显然犌（狋）＝０在狋∈［０，
槡５－１
２

）上只

有一个解０．又由（２）式得狔 ＝１－（１－狔
２
）

２，即犌（狔）＝０，于是狔 ＝０，从而ｌｉｍ
狀→∞
狓４狀＝０．

因为狓４狀＋１∈［０，
槡５－１
２

），狀＝０，１，２，…，显然有不等式槡
５－１

２
＞狓１≥１－（１－狓

２
１）
２
＝狓５≥…≥

狓４狀－３ ≥１－（１－狓
２
４狀－３）

２
＝狓４狀＋１ ≥ … ≥０成立．同理可得ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋１＝０．

因为狓４狀＋２∈（
槡５－１
２

，１］，狀＝０，１，２，…，显然有不等式槡
５－１

２
＜狓２≤１－（１－狓

２
２）
２
＝狓６≤…≤

狓４狀－２ ≤１－（１－狓
２
４狀－２）＝狓４狀＋２≤ … ≤１成立．令狕狀＝狓４狀＋２，狀＝０，１，２…，则｛狕狀｝是单调递增的有界的

数列，且ｌｉｍ
狀→∞
狕狀＝狕 ∈ （

槡５－１
２

，１］．下面证明狕 ＝１．为方便起见，将（２）式写成如下形式：

　狕狀＝犎（狕狀－１），狀＝１，２，３…． （３）

显然犌（狋）＝０在狋∈ （
槡５－１
２

，１］上只有一个解１．又由（２）式得狕 ＝１－（１－狕
２
）

２，即犌（狕）＝０，于

是狕 ＝１，从而ｌｉｍ
狀→∞
狓４狀＋２＝１．

因为狓４狀＋３∈（
槡５－１
２

，１］，狀＝０，１，２，…，显然不等式槡
５－１

２
＜狓３≤１－（１－狓

２
３）
２
＝狓７≤…≤狓４狀－１≤

１－（１－狓
２
４狀－１）＝狓４狀＋３ ≤ … ≤１成立．同理可得ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋３＝１．

通过以上证明得到：ｌｉｍ
狀→∞
狓４狀＝０，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋１＝０，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋２＝１，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋３＝１．显然，初始值狓０，狓１ 确

定的方程（１）的解犡＝｛狓狀｝
∞
狀＝１ 存在两个０．５度频率极限０和１．

第２种情况：设狓０∈（
槡５－１
２

，１］，狓１∈（
槡５－１
２

，１］，则（槡５－１
２

）２＝
３－槡５
２

＜狓
２
０ ≤１，即－１≤－

狓２０ ＜
槡５－３
２

，于是有０≤狓２＝１－狓
２
０ ＜
槡５－１
２

，同理可得０≤狓３＝１－狓
２
１ ＜
槡５－１
２

．因为狓０ ∈

（槡５－１
２

，１］，狓１ ∈ （
槡５－１
２

，１］，狓２ ∈ ［０，
槡５－１
２

），狓３ ∈ ［０，
槡５－１
２

），则显然有如下不等式成立：

　
槡５－１
２

＜狓０ ≤１－（１－狓
２
０）
２
＝狓４ ≤ … ≤狓４狀－４ ≤１－（１－狓

２
４狀－４）＝狓４狀 ≤ … ≤１，

　
槡５－１
２

＜狓１ ≤１－（１－狓
２
１）
２
＝狓５ ≤ … ≤狓４狀－３ ≤１－（１－狓

２
４狀－３）＝狓４狀＋１ ≤ … ≤１，

　
槡５－１
２

＞狓２ ≥１－（１－狓
２
２）
２
＝狓６ ≥ … ≥狓４狀－２ ≥１－（１－狓

２
４狀－２）

２
＝狓４狀＋２ ≥ … ≥０，

９５１
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槡５－１
２

＞狓３ ≥１－（１－狓
２
３）
２
＝狓７ ≥ … ≥狓４狀－１ ≥１－（１－狓

２
４狀－１）

２
＝狓４狀＋３ ≥ … ≥０．

类似第１种情况的讨论可得ｌｉｍ
狀→∞
狓４狀＝１，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋１＝１，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋２＝０，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋３＝０．显然，初始值狓０，狓１

确定的方程（１）的解犡＝｛狓狀｝
∞
狀＝１ 存在两个０．５度频率极限０和１．

第３种情况：设狓０∈［０，
槡５－１
２

），狓１∈（
槡５－１
２

，１］，则槡５－１
２

＜狓２＝１－狓
２
０≤１，０≤狓３＝１－

狓２１ ＜
槡５－１
２

．因为狓０∈［０，
槡５－１
２

），狓１∈（
槡５－１
２

，１］，狓２∈（
槡５－１
２

，１］，狓３∈［０，
槡５－１
２

），则显然有如

下不等式成立：

　
槡５－１
２

＞狓０ ≥１－（１－狓
２
０）
２
＝狓４ ≥ … ≥狓４狀－４ ≥１－（１－狓

２
４狀－４）

２
＝狓４狀 ≥ … ≥０，

　
槡５－１
２

＜狓１ ≤１－（１－狓
２
１）
２
＝狓５ ≤ … ≤狓４狀－３ ≤１－（１－狓

２
４狀－３）＝狓４狀＋１ ≤ … ≤１，

　
槡５－１
２

＜狓２ ≤１－（１－狓
２
２）
２
＝狓６ ≤ … ≤狓４狀－２ ≤１－（１－狓

２
４狀－２）＝狓４狀＋２ ≤ … ≤１，

　
槡５－１
２

＞狓３ ≥１－（１－狓
２
３）
２
＝狓７ ≥ … ≥狓４狀－１ ≥１－（１－狓

２
４狀－１）

２
＝狓４狀＋３ ≥ … ≥０．

类似前２种情况讨论可得ｌｉｍ
狀→∞
狓４狀＝０，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋１＝１，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋２＝１，ｌｉｍ

狀→∞
狓４狀＋３＝０．显然，初始值狓０，狓１确

定的方程（１）的解犡＝｛狓狀｝
∞
狀＝１存在两个０．５度频率极限０和１．若狓０∈（

槡５－１
２

，１］，狓１∈［０，
槡５－１
２

），

则结果完全类似．

综上，定理结论成立．
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