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摘要:利用2阶 Whiteman广义分圆类构造出4类 N =pq的三值自相关三元序列偶,其中p=2f+1,q=
2f′+1为不同的奇素数,(f,f′)=1.所构造的4类三值自相关三元序列偶,其相关函数的旁瓣值都很小,且
与p、q都无关.该结果扩大了原有三值自相关三元序列偶的数量,可为三值自相关三元序列偶的构造提供新

的途径.
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Abstract:Fournewfamiliesofternarysequencepairswiththree-levelautocorrelationwithperiodN =pqare
constructedbyusingWhitemangeneralizedcyclotomicclassesofordertwo,wherep=2f+1andq=2f′+1
aredistinctoddprimes,(f,f′)=1.Furthermore,theout-of-phasecorrelationsofthefourternarysequence

pairsconstructedareallsmallandareindependenttopandq.Theresultsinthispapershowthatthepresen-
tationofthesenewternarysequencepairscanexpandthenumberoforiginalternarysequencepairswiththree-
levelautocorrelation,andprovideanewapproachtoconstructternarysequencepairswiththree-levelautocor-
relation.
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0 引言

具有良好相关特性的三元序列偶被广泛地应用于通信、雷达等系统中.在对三元序列偶的相关研究

中,学者们根据序列偶相关函数值的不同,提出了最佳三元序列偶[1-2]、伪随机三元序列偶[3]、准最佳三

进阵列偶[4]、三值自相关三元序列偶[5-7]等.针对三值自相关三元序列偶的研究和构造,彭秀平等[6]利用

二阶、四阶和六阶分圆数方法构造了一种特殊的三值自相关三元序列偶———三值自相关几乎二元序列

偶;贾彦国等[7]利用四阶分圆类构造了三值自相关三元序列偶,所得到的三元序列偶都具有良好的相关

特性.基于上述研究,本文利用2阶 Whiteman广义分圆类构造N=pq的三值自相关三元序列偶,并得
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到4类具有良好相关特性的三值自相关三元序列偶.

1 预备知识

定义1[7] 令{x(t)}和{y(t)}是两个周期为N的三元(-1,1,0)序列,定义序列偶(x,y)的循环相

关函数为

 R(x,y)(τ)=∑
N-1

i=0
x(i)y(i+τ)=

F,当τ=0且F≠E1 ≠E2 时;

E1,当τ∈H 时;

E2,当τ∈Z*
N -H 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .

其中,H 为Z*
N =ZN -{0}的一个子集,F为相关函数的峰值,E1、E2 为相关函数的旁瓣值,则称序列偶

(x,y)为三值自相关三元序列偶.
下面给出 Whiteman广义分圆类的相关概念及一些性质.
引理1[8]108 设N=pq,其中p和q为不同的奇素数,令g是GF(p)和GF(q)的一个公共原根,

e为p-1和q-1的最大公因数,记(p-1)(q-1)=de.令x 为满足下列同余方程组的整数解:

 
x≡g(modp),

x≡1(modq{ ),

则ZN 中所有可逆元的集合可表示为Z*
N ={gixj:i=0,1,…,d-1;j=0,1,…,e-1}.定义 Whiteman

广义分圆类为Cj={gixj:i=0,1,…,d-1},0≤j≤e-1.令(l,m)为同余方程

 gsxl+1=gtxm(modN)

的解s,t(0≤s,t≤d-1)的个数,即(l,m)= (Cl+1)∩Cm ,则称(l,m)为e阶分圆数.
定义Q={q,2q,…,(p-1)q},P={p,2p,…,(q-1)p},R={0}.记p-1=ef,q-1=ef′,则

(f,f′)=1.

引理2[8]112,[9]1700 (C0+τ)∩C1 =

(0,1),τ∈C0;
(1,0),τ∈C1;
(p-1)(q-1)

4
,τ∈P∪Q

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

引理3[8]113 C0 ∩ ((Q∪R)+τ)=
0,τ∈Q∪R;
(p-1)/2,τ∈P∪C0 ∪C1{ .

引理4[9]1700 C1 ∩ ((Q∪R)+τ)=
0,τ∈Q∪R;
(p-1)/2,τ∈P∪C0 ∪C1{ .

引理5[9]1700 当 p-q/2是奇数时,-1∈C1;当 p-q/2是偶数时,-1∈C0.

引理6[9]1700 P∩ (C0+τ)=

0,τ∈P;
(q-1)/2,τ∈Q;
(q-1)/2,τ∈C1 且 p-q/2为偶数;

(q-3)/2,τ∈C1 且 p-q/2为奇数;

(q-3)/2,τ∈C0 且 p-q/2为偶数;

(q-1)/2,τ∈C0 且 p-q/2为奇数

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

引理7[9]1701 P∩ ((Q∪R)+τ)=

1,τ∈P;

0,τ∈Q;

1,τ∈C0 ∪C1

ì

î

í

ï
ï

ïï .
由引理6和引理7容易证得引理8.
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引理8 P∩ (C1+τ)=

0,τ∈P;
(q-1)/2,τ∈Q;
(q-3)/2,τ∈C1 且 p-q/2为偶数;

(q-1)/2,τ∈C1 且 p-q/2为奇数;

(q-1)/2,τ∈C0 且 p-q/2为偶数;

(q-3)/2,τ∈C0 且 p-q/2为奇数

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

引理9[8]113 设τ是一个能被p 整除但不是能被q整除的整数,则

 (C0+τ)∩C0 =
(p-1)(q-3)

4 .

交换引理9中的p和q,即设τ是一个能被q整除但不是能被p 整除的整数,则 (C0+τ)∩C0 =
(p-3)(q-1)

4 .

引理 10[8]115 当e=2 时,若ff′ =
(p-1)(q-1)

4
是 偶 数,则(0,0)= (1,0)= (1,1)=

(p-2)(q-2)+1
4

,(0,1)=
(p-2)(q-2)-3

4
;若ff′ 是 奇 数,则 (0,1)= (1,0)= (1,1)=

(p-2)(q-2)-1
4

,(0,0)=
(p-2)(q-2)+3

4 .

2 主要结果及其证明

定理1 设N=pq,其中p=2f+1,q=2f′+1为不同的奇素数,gcd(p-1,q-1)=2.令

 x(t)=

-1,当t∈C0 时;

1,当t∈C1 时;

1,当t∈Q 时;

-1,当t∈P 时;

-1,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ;

  y(t)=

-1,当t∈C0 时;

0,当t∈C1 时;

0,当t∈Q 时;

-1,当t∈P 时;

1,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

1)当ff′为偶数,q=p-2时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q-2,当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

-3,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

2)当ff′为偶数,q=p+6时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q-2,当τ=0时;

1,当τ∈C1 ∪Q 时;

5,当τ∈C0 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

3)当ff′为奇数,q=p+4时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q-2.当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

3,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

证明  根据序列偶的定义,序列偶(x,y)的相关函数

 R(x,y)(τ)= {t:t∈C0,t+τ∈C0}+ {t:t∈C0,t+τ∈P}+ {t:t∈C1,t+τ∈R}+
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  {t:t∈Q,t+τ∈R}+ {t:t∈P,t+τ∈C0}+ {t:t∈P,t+τ∈P}+
  {t:t∈R,t+τ∈C0}+ {t:t∈R,t+τ∈P}- {t:t∈C0,t+τ∈R}-
  {t:t∈C1,t+τ∈C0}- {t:t∈C1,t+τ∈P}- {t:t∈Q,t+τ∈C0}-
  {t:t∈Q,t+τ∈P}- {t:t∈P,t+τ∈R}- {t:t∈R,t+τ∈R}=
  (C0+τ)∩C0 + (C0+τ)∩P + (C1+τ)∩R + (Q+τ)∩R +
  (P+τ)∩C0 + (P+τ)∩P + (R+τ)∩C0 + (R+τ)∩P -
  (C0+τ)∩R - (C1+τ)∩C0 - (C1+τ)∩P - (Q+τ)∩C0 -
  (Q+τ)∩P - (P+τ)∩R - (R+τ)∩R .

当τ=0时,容易得到序列偶的峰值为

 R(x,y)(0)=
(p-1)(q-1)

2 +(q-1)-1=
(p-1)(q-1)

2 +q-2.

当τ≠0时,由引理1— 引理10可得:

1)若ff′为偶数,则当τ∈C0 时,Δ0=R(x,y)(τ)=7)(0,0)+q-1
2 +1+0+q-3

2 +0+1+

0-0-(1,0)-q-3
2 -(p-1

2 -1)-1-0-0=q-p
2 +2;

当τ∈C1 时,Δ1=R(x,y)(τ)=(1,1)+q-3
2 +0+0+q-1

2 +0+0+0-1-(0,1)-q-1
2 -

p-1
2 -1-0-0=q-p

2 -2;

当τ∈Q时,Δ2=R(x,y)(τ)=
(p-3)(q-1)

4 +q-1
2 +0+1+q-1

2 +0+0+0-0-
(p-1)(q-1)

4 -

q-1
2 -0-0-0-0=1;

当τ∈P时,Δ3=R(x,y)(τ)=
(p-1)(q-3)

4 +0+0+0+0+(q-2)+0+1-0-
(p-1)(q-1)

4 -0-

p-1
2 -0-1-0=-p+q-1.

由以上分析可知Δ0 ≠Δ1,若序列偶(x,y)要构成三值自相关三元序列偶,则需要满足Δ0=Δ2=1
或Δ1=Δ2=1.

若Δ0=1,则q=p-2.此时Δ1=Δ3=-3,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数

值的分布为R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q-2,当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

-3,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

若Δ1=1,则q=p+6.此时Δ0=Δ3=5,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值

的分布为R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q-2,当τ=0时;

1,当τ∈C1 ∪Q 时;

5,当τ∈C0 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

2)若ff′为奇数,则当τ∈C0 时,Δ′0=R(x,y)(τ)=(0,0)+q-3
2 +0+0+q-3

2 +0+1+0-1-

(1,0)-q-1
2 -(p-1

2 -1)-1-0-0=q-p
2 -1;

当τ∈C1 时,Δ′1=R(x,y)(τ)=(1,1)+q-1
2 +1+0+q-1

2 +0+0+0-0-(0,1)-q-3
2 -
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p-1
2 -1-0-0=q-p

2 +1;

当τ∈Q 时,Δ′2=R(x,y)(τ)=Δ2=1;
当τ∈P 时,Δ′3=R(x,y)(τ)=Δ3=-p+q-1.
注意到Δ′0≠Δ′1,若序列偶(x,y)要构成三值自相关三元序列偶,则Δ′0=Δ′2=1或Δ′1=Δ′2=1.
若Δ′0=1,则q=p+4.此时Δ′1=Δ′3=3,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值

的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q-2,当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

3,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

若Δ′1=1,则q=p,这与p和q为不同的奇素数矛盾,舍去.证毕.
算例1 令p=5,q=3,则N=15.取g=2为GF(5)和GF(3)的公共原根,取x=7,则C0={1,

2,4,8},C1={7,14,13,11},P={5,10},Q={3,6,9,12}.由定理1,可以构造出一个三值自相关三元

序列偶(x,y),其中x=(-1,-1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,1,-1,1,1,1,1),y=(1,-1,-1,0,

-1,-1,0,0,-1,0,-1,0,0,0,0),其相应的自相关函数为

 R(x,y)(τ)=

5,当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

-3,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .
通过类似定理1的证明,可得到如下定理2—定理4.
定理2 设N=pq,其中p=2f+1,q=2f′+1为不同的奇素数,gcd(p-1,q-1)=2.令

 x(t)=

-1,当t∈C0 时;

1,当t∈C1 时;

1,当t∈Q 时;

-1,当t∈P 时;

1,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ;

  y(t)=

-1,当t∈C0 时;

0,当t∈C1 时;

0,当t∈Q 时;

-1,当t∈P 时;

1,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

1)当ff′为偶数,q=p+2时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q,当τ=0时;

-1,当τ∈C1 ∪P 时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

2)当ff′为偶数,q=p+6时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q,当τ=0时;

1,当τ∈C1 ∪Q 时;

3,当τ∈C0 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

3)当ff′为奇数,q=p+8时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p-1)(q-1)
2 +q,当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

5,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

算例2 令p=3,q=11,则N=33.取g=2为GF(3)和GF(11)的公共原根,取x=23,则C0=
{1,2,4,8,16,32,31,29,25,17},C1 ={23,13,26,19,5,10,20,7,14,28},P ={3,6,9,12,15,18,21,
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24,27,30},Q={11,22}.由定理2可以构造出一个三值自相关三元序列偶(x,y),其中x=(1,-1,

-1,-1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,-1,1,1,-1,-1,1,-1,

1,-1,-1,-1,-1),y=(1,-1,-1,-1,-1,0,-1,0,-1,-1,0,0,-1,0,0,-1,-1,-1,

-1,0,0,-1,0,0,-1,-1,0,-1,0,-1,-1,-1,-1),其相应的自相关函数为

 R(x,y)(τ)=

21,当τ=0时;

1,当τ∈C0 ∪Q 时;

5,当τ∈C1 ∪P 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .
定理3 设N=pq,其中p=2f+1,q=2f′+1为不同的奇素数,gcd(p-1,q-1)=2.令

 x(t)=
-1,当t∈C0 ∪P 时;

1,当t∈C1 ∪Q 时;

0,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï

ïï ;
  y(t)=

-1,当t∈C0 ∪P 时;

0,当t∈C1 ∪Q 时;

1,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .
当ff′为偶数,q=p+6时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=

(p+1)(q-1)/2,当τ=0时;

1,当τ∈C1 ∪Q 时;

4,当τ∈C0 ∪P 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .
定理4 设N=pq,其中p=2f+1,q=2f′+1为不同的奇素数,gcd(p-1,q-1)=2.令

 x(t)=
-1,当t∈C0 ∪P 时;

1,当t∈C1 ∪Q∪R 时{ ;
  y(t)=

1,当t∈C0 ∪P 时;

-1,当t∈C1 ∪Q 时;

0,当t∈R 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .
当ff′为偶数,q=p+2时,序列偶(x,y)构成三值自相关三元序列偶,其相关函数值的分布为

 R(x,y)(τ)=
-pq+1,当τ=0时;

0,当τ∈C1 ∪P 时;

2,当τ∈C0 ∪Q 时

ì

î

í

ï
ï

ïï .
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