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利利用Lyapunov控制实现原子间分数量子态
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摘要:提出了一个利用Lyapunov控制方法在4×4光晶格内实现分数量子态的理论方案.通过优化控制场,

使保真度达到一个较高的稳定值,并且控制场对系统所产生的不确定度具有鲁棒性.该控制方案可以推广到

n×n光晶格系统中,并且可为研究多体系统中的强相互作用提供依据.
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Abstract:WeproposeatheoreticalschemetopreparethefractionalquantumstatebyLyapunovcontrolin4×4
opticallatticeinthispaper.Thefidelitycanachieveahighstablevaluebyoptimizingthecontrolfields,andit
isinsensitivetotheinfluenceofuncertaintiesforcontrolfields.Ourschemecanbegeneralizedton×nlattice,

whichprovidesapowerfulcriterionforresearchingthestronginteractioninmulti-bodysystems.
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0 引言

晶格中的系统是否具备动力学控制构建和相互作用的能力,是衡量多体物理系统的一个重要指

标[1-2].在带有冷原子的光晶格系统中,由于受束缚的玻色 爱因斯坦凝聚(BEs)系统能够提供理想的实

现条件和必需的哈密顿函数,因此人们在研究由跃迁和捕获势等方面所对应的凝聚问题时可以通过这

种方法来建立拓扑绝缘态[3-4].近些年来,在原子隙中实现分数量子霍尔效应已成为研究拓扑量子计算

问题的一个潜在资源,特别是研究谐波陷阱中旋转的BEs问题.2005年,Sorensen等首次提出了一个

利用光晶格系统来实现分数量子霍尔效应的方案,其方法是通过计算拟设波函数与拉夫林波函数的迭

加来实现分数量子霍尔态的制备,利用该方法所得出的能量隙的尺度稍大于磁隙中的能量尺度,并具有

分数特性[5].在此之后,许多学者对分数量子霍尔效应问题作了进一步的研究[6-8].
近些年来量子控制科学得到迅速发展,其已经在量子信息、量子模拟等领域起到重要作用[9-10].

Lyapunov控制作为一种态转换的方法,具有设计简单、稳定性强的优点,适用于将量子态渐近地制备到

稳态上[9].受该方法的启发,本文提出一个利用Lyapunov控制方法在晶格中实现分数量子态的方案,

并通过不确定度掺杂验证了本文方法的有效性.
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1 分数量子态与Lyapunov控制

1.1 分数量子态

分数量子霍耳效应(FQH)发生在带有强磁场作用下的带电粒子之间,是一种具有高纠缠形式的量

子态,可以展现出诸如不可压缩性、带有分数统计意义的任意子激发等特征[3-4].拉夫林提出了一种基于

圆柱模式思维的特殊波函数[3]:若N是系统中的电子数,Nϕ 是系统中的总磁通量数,ϕ0=h/e是单位量

子磁通,当满足N/Nϕ =1/m 时(m 是整数),这种特殊波函数在二维空间下可以描述为:

 φ(z1,z2,…,zN)=e(-∑j
zj

2)/4∏
j>k

(zj-zk)m, (1)

其中z=x+iy是电子的复坐标.通常情况下,分数量子霍耳效应只发生在带有磁场作用的费米子之间,

但若原子之间的相互作用是排斥的,在原子之间也可以显现出相类似的特性.根据泡利原理所描述的特

征,当公式(1)中的m 为奇数时,该种波函数通常应用于费米系统中;反之,则应用于玻色系统中.在此

令m=2,则在圆柱面上所制备出的拟设波函数[11]

 φ(z1,z2,…,zN)=frel(z)fl
c.m.(Z)e(-∑j yj

2)/2, (2)

其中frel是关联函数部分,fl
c.m.(Z)表示质心动量波函数,Z=∑

i
zi表示质心函数.通常质心波函数用ϑ

函数进行描述:
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其中l=0,1分别对应哈密顿基态变换所产生的两个简并的基态,L对应所用晶格尺寸.

1.2 Lyapunov控制

一般认为封闭的量子系统的密度函数可以由如下的刘维尔方程来描述:

 ̇ρ=-i[H0+∑
k

n=1
fn(t)Hn,ρ]. (4)

其中:H0为系统的自由哈密顿量(令ħ=1);Hn(n=1,2,…,k)是不含时的控制哈密顿量;fn(t)是含时

的实函数控制场,通常和电磁场的振幅有关;k代表电磁场的个数.通常Lyapunov控制函数用V 表示,

通过设计随时间变化的控制场来保证V 单调递减,由此系统就可以收敛到由 V̇=0所决定的最大不

变集中.若最大不变集中只包含目标态,则系统将会逐渐收敛至目标态上.考虑如下形式的函数V =
Tr(Pρ),其中P 是半正定的厄米算符,用以保证V ≥0.为得到准确的控制律,对控制函数V 求导:

 ̇V=Tr(-iP[H0+∑
k

n=1
fn(t)Hn,ρ])=Tr(-iρ[P,H0])+∑

k

n=1
fn(t)Tr(-iρ[P,Hn])=

  ∑
k

n=1
fn(t)Tn. (5)

为了满足演化条件,必须满足[P,H0]=0,这样才能保证当控制结束时V 达到最小值或V̇ ≤0,使系统

的态演化到目标态上.因此P 的构造形式为

 P=Pf φ>f<φ +∑
i≠f

Pi φ>i<φ , (6)

其中 φ>i(i=1,…,N)是自由哈密顿量H0的本征态,本征值为Pi.为了达到量子态的变换要求,目标态

的本征值必须满足Pf <Pi.控制场fn(t)=-A<φi[Hk,P]φ>(A 是大于0的常数),Tn =Tr(-
iρ[P,Hn]).

2 二维方晶格系统模型

在二维方晶格中,由于库仑相互作用的存在,原子之间会产生一种强耦合现象[5],此时该系统的哈
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密顿量可表示为

 Heff
0 ≈-J∑

x,y
â+

x+1,ŷax,y +̂a+
x,y+1̂ax,yei2παx +H.c., (7)

其中âj 和̂a+
j 是第j个玻色子湮灭算符和产生算符,J是轨道振幅,2πα是粒子穿过晶格时的相位要求.

晶格内各个原子所在的位置可以利用x和y的坐标进行表示,因此式(7)就可以用来描述磁场作用下的

每个带电粒子在晶格中的运动情况.
考虑到每个格点上的粒子数和α所受的限制,带有短程相互作用的系统将会被约化为处于一种被

连续性限制作用的状态,类似于处在强磁场作用中的粒子.此时系统中的所有低能态都处于简并状态,

而激发态则被看作是各种朗道能态的混合.当Nϕ=mN 时,若系统中的相互作用是排斥的,就可认为其

基态是完美的拉夫林态[11].
为了通过控制实现由初态转换到稳定目标态的目的,本文将自由哈密顿 H0 中的基态(对应于式

(2)中l=0部分)作为系统的目标态,并将系统的初始状态看作是原子处于晶格中的某个位置

(xi,yi);(xj,yj)>上,其中(x,y)是原子的坐标.假设两个原子最初处于相邻的位置,则初态可表示为

ϕ>Nin= (1,1);(2,1)>.在满足周期性边界条件的方晶格系统中,由于存在原子间的耦合相互作用,因

此晶格中每个格点的粒子占有数不应超过1,此时控制场的哈密顿量为:

 H1=eiπ (1,1);(2,1)><(2,2);(1,1)+ (1,1);(2,1)><(3,1);(1,1)+
  eiπ (1,1);(2,1)><(2,4);(1,1)+H.c.,

 H2=eiπ/2 (1,1);(2,1)><(2,1);(1,2)+ (1,1);(2,1)><(4,1);(2,1)+
  e-iπ/2 (1,1);(2,1)><(2,1);(1,1)+H.c.. (8)

在控制哈密顿量中,本文考虑了原子向各个位置进行跃迁的所有情况.在数值模拟过程中,厄米算

符取Pi=λi,Pf =-10,迭加的结果如图1所示.由图1可以看出,保真度曲线并没有收敛为某一稳定

值,而是出现了持续的振荡,并且控制场也不收敛至0.这说明,初态在经过控制过程后并没有转换到目

标态上,即没能实现稳定地控制到目标态上的目的.

图1 通用控制场保真度随时间的演化图(从上到下分别对应保真度F、控制场f1(t)、控制场

f2(t)以及控制函数V′)

为了以较高的保真度实现稳定的目标态,本文采用优化控制场的方法来进行控制:

 H2=A·(eiπ/2 (1,1);(2,1)><(2,1);(1,2)+e-iπ/2 (1,2);(2,1)><(2,1);(1,1))+
 B·(eiπ/2 (4,1);(2,1)><(2,1);(1,1)+e-iπ/2 (1,1);(2,1)><(2,1);(4,1)), (9)

其中A,B∈[-1,1].从图2中可以看出,当选择适当的优化因子A和B 时,系统的保真度可以达到较高

值.在数值模拟计算时选取A=0.9,B=-0.2,并将控制时间选为t=1000时,系统的保真度达到稳定,

其值为0.952,如图3所示.
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图2 控制优化参数A和B 对保真度的影响 图3 优化后保真度随时间的演化图

3 态变换的鲁棒性

在上述控制方案中没有对系统掺杂任何干扰,但在具体的实现过程中,完全无干扰的系统是很难实

现的,因此必须要对一些不确定因素进行分析.通常情况下,一个带有微扰的自由哈密顿量可以描述为

 H0 →H0+δH0, (10)

式子中δ是实数,表示不确定度的强度.本文将不确定度掺杂在不同的控制哈密顿中,通过图形描述来

分析不确定度对系统保真度的影响.由图4可以看出,自由哈密顿中的不确定度对系统有很明显的影

响,只有当不确定度为0时,保真度才能达到最高(图4中两条曲线分别表示原子1和原子2在竖直方向

的参量变化对保真度的影响).图5显示,控制场中的不确定度对保真度的影响并不明显,这说明控制场

对加入的不确定度并不敏感,即具有一定的鲁棒性.

图4 H0 中微扰δ与保真度之间的关系 图5 控制场f1(t)和f2(t)中微扰δ与保真度之间的关系

产生上述现象的原因可以解释为:系统进行演化时,保真度以e指数的形式进行增长.由于原子之

间短程相互作用的存在,系统中所加入的控制场对系统的作用逐渐减小,并最终变为一种持续性的微弱

控制.当控制函数趋于微小值时,系统的保真度就会逐渐达到一个稳定值,且之后保真度不再随着控制

场的变化而改变.当自由哈密顿量H0 中含有微扰δ时,δ始终存在于系统中并随系统一起参与演化,且
不随着演化时间的增加而减少,因此就使得系统产生较大的振荡,影响了原子跃迁的能量转化.而在控

制场哈密顿Hn 中,不确定度δ只影响了控制场的振幅,并未引起其他变化,并且控制场随时间的增加而

不断减小,因此不确定度δ对系统保真度的影响也不大.

4 结论

本文提出一个应用Lyapunov控制方法来实现分数量子态转换的方案.通过数值模拟表明,优化后

的控制场可使初态在经过演化后达到一个较高的稳定值,并且方案中的控制场对不确定度的影响具有
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鲁棒性.由于本文方案中选用的晶格模型具有周期性边界条件的特征,因此可以将本文方案拓展到

n×n多维方阵系统中.本文研究所得结果对研究多体系统间的强相互作用也具有一定的指导意义,即

在多体系统中能够实现其他量子态的制备和转换.
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综上,得系统(1)在Ω内围绕正平衡点B(x*,y*)存在唯一稳定的极限环.证毕.
本文所得的定理3和定理4表明,两种群均不会灭绝,它们的数量在正平衡点B(x*,y*)邻近呈现

为稳定的周期振荡.
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