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基于首次积分和向量场的
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摘要：为研究二维ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统平衡点的稳定性问题，利用首次积分和向量场给出了平衡点一致稳定

的充分条件，同时将结论推广到一般的二维系统中，并用实例验证了本文结论的有效性．
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　　在农业生产和生物资源的管理中，维持某一种群系统内部的平衡对保持整个生态系统的平衡具有

重要的作用，因此需要人们根据种群系统所反馈的各种信息来制定相应的管理决策，以保证生物物种的

多样性和生产的可持续性．文献［１３］通过李雅普诺夫函数研究了ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统平衡点的稳定性

问题，但由于在构造李雅普诺夫函数时存在较多困难，上述文献中构造的李雅普诺夫函数不具有通用

性．文献［４］研究了一类ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统的首次积分的存在性，并利用首次积分研究了平衡点的稳

定性问题．文献［５］给出了ＬａｍｂｅｒｔＷ 函数的定义，并将系统首次积分的表达式作为其李雅普诺夫函

数，结合ＬａｍｂｅｒｔＷ 函数的性质讨论了可求得首次积分的ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统的周期解的存在性和稳

定性问题，但是并不是所有的ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统都能够写出其首次积分的表达式．Ｃ．Ａｌｂｅｒｔ等
［６７］在

研究非线性扰动系统的全局相切性和横截性时提出了一种基于首次积分和向量场的方法，这种方法能

够避免构造李雅普诺夫函数时所存在的困难，同时还适用于首次积分不存在的系统．鉴于此，本文利用

首次积分和向量场研究了一类二维ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统平衡点的稳定性，给出了系统平衡点一致稳定

的充分条件，并将结果推广到一般的二维非线性系统中，最后用实例验证了结论的有效性．
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１　预备知识和基本结果

令犚２ 表示二维欧式空间，‖·‖ 表示犚
２ 中的范数．考虑如下的两种群ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统：

　

ｄ狓
ｄ狋
＝狓（犪－犫狔）；

ｄ狔
ｄ狋
＝狔（犮狓－犱

烅

烄

烆
），

（１）

其中：狓（狋）表示食饵（害虫）的种群数量；狔（狋）表示捕食者（天敌）的种群数量；犪，犫，犮，犱为正常数．

引理１
［８］
　（０，０）和（

犱
犮
，犪
犫
）是系统（１）的２个奇点，且系统（１）的经过第一象限内任意一点的轨线

都是包含（犱
犮
，犪
犫
）的闭轨．

作线性变换狓
＝狓－

犱
犮
，狔 ＝狔－

犪
犫
，于是系统（１）等价于如下的系统：

　

ｄ狓

ｄ狋
＝－犫狔

（狓
＋
犱
犮
）；

ｄ狔

ｄ狋
＝犮狓

（狔 ＋
犪
犫
）

烅

烄

烆
．

（２）

显然系 统 （２）的 零 解 存 在．为 方 便 起 见，将
狓

狔

烄

烆

烌

烎

记 作

狓烄

烆

烌

烎狔
，引 入 变 量 犡 ＝

狓烄

烆

烌

烎狔
，犳（犡）＝

－犫狔（狓＋
犱
犮
）

犮狓（狔＋
犪
犫

烄

烆

烌

烎
）

，于是系统（２）可写为：

　
ｄ犡
ｄ狋
＝犳（犡）． （３）

定义１　（ｉ）对ε＞０，狋０≥０，若存在δ＝δ（狋０，ε）＞０，使得当‖犡０‖＜δ时，有‖犡（狋）‖＜ε，

狋≥狋０成立，其中犡（狋）＝犡（狋，狋０，犡０）表示系统（３）的过（狋０，犡０）的解，则称系统（３）的零解是稳定的；（ｉｉ）

若（ｉ）中的δ与狋０ 无关，则称系统（３）的零解是一致稳定的．

定义２　 定义犓 类函数如下：

　犓＝｛犪（狊）狘犪∶［０，＋∞）→ ［０，＋∞），犪（０）＝０，犪（狊）关于狊连续且严格单调递增｝．

引理２　犎（犡）＝犎（狓，狔）＝犫狔＋犮狓－犪ｌｎ（狔＋
犪
犫
）－犱ｌｎ（狓＋

犱
犮
）＋犪（１＋ｌｎ

犪
犫
）＋犱（１＋ｌｎ

犱
犮
）

是系统（３）的一个首次积分，且（０，０）是犎（犡）的唯一最小值点．

证明　容易验证
犎

狓
·ｄ狓
ｄ狋
＋
犎

狔
·ｄ狔
ｄ狋
＝０，且（０，０）是犎（狓，狔）唯一的稳定点，犎狓（０，０）＝０，犎狔（０，

０）＝０，
犎狓狓犎狓狔

犎狓狔犎狔狔 （０，０）

＞０，证毕．

定理１　 系统（３）的零解是稳定的．

证明 　 证明取引理２中的犎（狓，狔）作为李雅普诺夫函数即可．

２　 主要结果及其证明

考虑具有扰动的两种群ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ系统：

　
ｄ犡
ｄ狋
＝犳（犡）＋犺（狋，犡）， （４）

４０２
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其中犺（狋，犡）在［０，＋∞）×Ω上是连续的，Ω是犚
２中的一个包含原点的开集．不妨假设系统（４）的零解

存在，且假设在狋时刻，系统（４）的解犡（狋）与犎（犡）＝犎，犎∈犚相遇，于是有犎（犡（狋））≡犎（犡，狋）＝犎，

从而ｄ犎
（犡，狋）

ｄ狋
＝
犎

犡
·ｄ犡
ｄ狋
＋
犎

狋
＝
犎

犡
（犳（犡）＋犺（狋，犡））＝

犎

犡
·犺（狋，犡）≡犇犎（犡）·犺（狋，犡），其中

犎

犡
＝（
犎

狓
，犎
狔
）．

定理２　 若系统（４）满足对 ε＞０，存在σ＝σ（ε）＞０及函数犽（狊）∈犓，使得当犡∈∪（０；ε）时，

犎（犡）∈［犎０，犎０＋σ）；当犎（犡）∈［犎０，犎０＋σ）时，犡∈∪ （０；犽（ε）），且对 犡∈Ω，狋∈［０，＋∞）

有犇犎（犡）·犺（狋，犡）≤０成立，则系统（４）的零解是一致稳定的．

证明 　 对 ε＞０，狋０≥０，设犡（狋）是系统（４）经过（狋０，犡０）的解，于是犇犎（犡（狋））·犺（狋，犡（狋））≤０．

对 狋≥狋０，将上式两端分别在［狋０，狋］上积分，得

　∫
狋

狋
０

犇犎（犡（狊））·犺（狊，犡（狊））ｄ狊＝犎（犡（狋））－犎（犡０）≤０．

对上述的ε＞０，狋０ ≥０，取０＜δ＜ ｍｉｎ｛σ，ε｝，当 ‖犡０‖ ＜δ时，犎（犡（狋））≤犎（犡０）＜犎０＋σ，故

‖犡（狋）‖ ＜犽（ε），狋≥狋０，而犽（狊）∈犓，从而系统（４）的零解是一致稳定的．

更一般地，考虑具有扰动的二维微分系统：

　
ｄ犡
ｄ狋
＝犵（狋，犡）， （５）

其中犵（狋，犡）在［０，＋∞）×Ω上是连续的，Ω是犚
２中的一个包含原点的开集．不妨假设系统（５）的零解

存在，且对系统（５）做如下假设：

（Ｈ１）犵（狋，犡）可写成狆（犡）与狇（狋，犡）之和，且狆（犡）关于犡在Ω内是可积的，狇（狋，犡）关于犡在Ω

内可以不可积；

（Ｈ２）做微分系统犡
·

＝狆（犡），该系统的首次积分在Ω内存在，设其中一个为犉（犡）；

（Ｈ３）令犉（０）＝犉０，且犉０ 是犉（犡），犡∈Ω的唯一最大（最小）值．

假设在狋时刻，系统（５）的解犡（狋）与犉（犡）＝犉，犉∈犚相遇，于是有犉（犡（狋））≡犉（犡，狋）＝犉，从而

ｄ犉（犡，狋）

ｄ狋
＝
犉

犡
·ｄ犡
ｄ狋
＋
犉

狋
＝
犉

犡
（狆（犡）＋狇（狋，犡））＝

犉

犡
·狇（狋，犡）≡犇犉（犡）·狇（狋，犡）．

定理３　 系统（５）的零解是一致稳定的，若系统（５）满足（Ｈ１）—（Ｈ３），且

（ｉ）当犉０ 是犉（犡），犡∈Ω的最小值时，对 ε＞０，存在σ＝σ（ε）＞０及函数α（狊）∈犓，使得当

犡∈∪ （０；ε）时，犉（犡）∈［犉０，犉０＋σ）；当犉（犡）∈［犉０，犉０＋σ）时，犡∈∪ （０；α（ε）），且对 犡∈Ω，

狋∈［０，＋∞）有犇犉（犡）·狇（狋，犡）≤０成立；

（ｉｉ）当犉０ 是犉（犡），犡∈Ω的最大值时，对 ε＞０，存在σ＝σ（ε）＞０及函数β（狊）∈犓，使得当

犡∈∪ （０；ε）时，犉（犡）∈（犉０－σ，犉０］；当犉（犡）∈（犉０－σ，犉０］时，犡∈∪（０；β（ε）），且对 犡∈Ω，

狋∈［０，＋∞）有犇犉（犡）·狇（狋，犡）≥０成立．

证明　只需证明当犉０是犉（犡），犡∈Ω的最大值时的情形即可，当犉０是犉（犡），犡∈Ω的最小值时

的证明与之类似，故省略．

对 ε＞０，狋０≥０，设犡（狋）是系统（５）经过（狋０，犡０）的解．由条件（ｉｉ）知犇犉（犡（狋））·狇（狋，犡（狋））≥０．

对 狋≥狋０，将上式两端分别在［狋０，狋］上积分，得

　∫
狋

狋
０

犇犉（犡（狊））·狇（狊，犡（狊））ｄ狊＝犉（犡（狋））－犉（犡０）≥０．

对上述的ε＞０，狋０ ≥０，取０＜δ＜ ｍｉｎ｛σ，ε｝．当 ‖犡０‖ ＜δ时，犉（犡（狋））≥犉（犡０）＞犉０－σ，故

‖犡（狋）‖ ＜β（ε），狋≥狋０，而β（狊）∈犓，从而系统（５）的零解是一致稳定的．

５０２
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例１　 考虑如下的具扰动的二维微分系统：

　

ｄ狓
ｄ狋
＝狔－狓狔

２狋；

ｄ狔
ｄ狋
＝－狓－狓

２
狔狋

烅

烄

烆
．

（６）

令狆（狓，狔）＝
狔

－

烄

烆

烌

烎狓
，狇（狋，狓，狔）＝

－狓狔
２狋

－狓
２
狔

烄

烆

烌

烎狋
，则

ｄ狓
ｄ狋

ｄ狔
ｄ

烄

烆

烌

烎狋

＝狆（狓，狔）＋狇（狋，狓，狔）．考虑微分系统

ｄ狓
ｄ狋
＝狔；

ｄ狔
ｄ狋
＝－狓

烅

烄

烆
，

可求得其一个首次积分为犉（狓，狔）＝狓
２
＋狔

２，且犉（０）＝０是犉（狓，狔）＝狓
２
＋狔

２，（狓，狔）∈犚
２

的唯一最小值．同时犇犉（狓，狔）·狇（狋，狓，狔）＝（２狓，２狔）·
－狓狔

２狋

－狓
２
狔

烄

烆

烌

烎狋
≤０；且对 ε＞０，取 ‖犡‖＝狓

２
＋

狔
２，则犡∈∪ （０；ε）犉（犡）∈［０，ε

２），从而由定理３知，系统（６）的零解是一致稳定的．
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